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Prefacio

Este libro recoge el material didactico utilizado por los autores para la imparticién de la asignatura
Estadistica en la Facultad de CC. Fisicas de la Universidad Complutense de Madrid. Esta asignatura se
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asi delimitar, y en lo posible simplificar, el trabajo del estudiante, mostrandole de forma precisa los con-
ceptos mas fundamentales. Una vez consolidados estos conceptos, esperamos que los estudiantes de ciencias
encuentren menos dificultades para aprender y profundizar en las técnicas estadisticas mas avanzadas que
son de uso comun en el trabajo diario de un cientifico.

Queremos agradecer a los diferentes profesores que durante estos anos han dedicado su esfuerzo a ensenar
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Gregorio Maqueda Burgos, M2 Luisa Montoya Redondo, M2 Belén Rodriguez de Fonseca, Encarnacién
Serrano Mendoza y, de forma muy especial y con todo el afecto, nuestro agradecimiento a Elvira Zurita
Garcia. Una excelente profesora y mejor persona, para quien la calidad de la ensenanza fue siempre una

prioridad constante. Siempre la recordaremos con carino.

Los autores
Madrid, febrero de 2009






Capitulo 1

Introduccion

“La Ciencia es mds una forma de pensar que una rama del conocimiento.”

Carl Sagan (1934-1996)

1.1. La Estadistica como ciencia
B

La Estadistica es la ciencia que se encarga de recoger, organizar e interpretar los datos. Es la ciencia de los
datos. En la vida diaria somos bombardeados continuamente por datos estadisticos: encuestas electorales,
economia, deportes, datos meteorolégicos, calidad de los productos, audiencias de TV. Necesitamos una
formacién bésica en Estadistica para evaluar toda esta informacién. Pero la utilidad de la Estadistica va
mucho mas alla de estos ejemplos.

La Estadistica es fundamental para muchas ramas de la ciencia desde la medicina a la economia. Pero
sobre todo, y en lo que a nosotros importa, es esencial para interpretar los datos que se obtienen de la
investigacién cientifica. Es necesario leer e interpretar datos, producirlos, extraer conclusiones, en resumen
saber el significado de los datos. Es por lo tanto una herramienta de trabajo profesional.

Se recomienda leer la Introduccion de Estadistica: modelos y métodos de Daniel Pena, para conocer el
desarrollo histérico de la Estadistica. La Estadistica (del latin, Status o ciencia del estado) se ocupaba sobre
todo de la descripcién de los datos fundamentalmente sociolégicos: datos demograficos y econémicos ( censos
de poblacién, producciones agricolas, riquezas, etc.), principalmente por razones fiscales. En el siglo XVII
el calculo de probabilidades se consolida como disciplina independiente aplicandose sobre todo a los juegos
de azar. Posteriormente (s. XVIII) su uso se extiende a problemas fisicos (principalmente de Astronomia)
y actuariales (seguros maritimos). Posteriormente se hace imprescindible en la investigacién cientifica y es
ésta la que la hace avanzar. Finalmente, en el siglo XIX, nace la Estadistica como ciencia que une ambas
disciplinas.

El objetivo fundamental de la estadistica es obtener conclusiones de la investigacion empirica usando
modelos matematicos. A partir de los datos reales se construye un modelo que se confronta con estos datos
por medio de la Estadistica. Esta proporciona los métodos de evaluacién de las discrepancias entre ambos.

Por eso es necesaria para toda ciencia que requiere analisis de datos y diseno de experimentos.
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1.2. Para qué sirve la Estadistica
I

Ya hemos visto que la Estadistica se encuentra ligada a nuestras actividades cotidianas. Sirve tanto para
pronosticar el resultado de unas elecciones, como para determinar el niimero de ballenas que viven en nuestros
océanos, para descubrir leyes fundamentales de la Fisica o para estudiar cémo ganar a la ruleta.

La Estadistica resuelve multitud de problemas que se plantean en ciencia:

s Andlisis de muestras. Se elige una muestra de una poblacién para hacer inferencias respecto a esa

poblacién a partir de lo observado en la muestra (sondeos de opinién, control de calidad, etc).

s Descripcidn de datos. Procedimientos para resumir la informacién contenida en un conjunto (amplio)
de datos.

= Contraste de hipotesis. Metodologia estadistica para disenar experimentos que garanticen que las con-
clusiones que se extraigan sean validas. Sirve para comparar las predicciones resultantes de las hipdtesis

con los datos observados (medicina eficaz, diferencias entre poblaciones, etc).

s Medicion de relaciones entre variables estadisticas (contenido de gas hidrégeno neutro en galaxias y la

tasa de formacién de estrellas, etc)

s Prediccidn. Prever la evolucién de una variable estudiando su historia y/o relacién con otras variables.

1.3. El método cientifico

Citando a Martin Gardner: “La ciencia es una busqueda de conocimientos fidedignos acerca del mundo:
cémo se estructura y cémo funciona el universo (incluyendo los seres vivos)”. La informacion que maneja la
ciencia es amplia, al ser amplio su ambito. Pero se suele reunir en tres apartados: los hechos, las leyes y las
teorias. No es una particién estanca, aunque podemos entender aqui nos referimos con algin ejemplo. Los
hechos se refiere a casos especificos y/o tunicos. Por ejemplo la Tierra tiene una luna (satélite natural).

La primera ley de Kepler (ya que estamos con planetas) es un buen ejemplo de ley: los planetas describen
orbitas elipticas en torno al Sol, que ocupa uno de los focos de la elipse. Como se ve, frente al hecho, concreto
y Unico, la ley se refiere a muchos casos, como lo son los planetas que orbitan en torno al Sol. La generalizacién
de la ley de Kepler permite aplicarla a cualquier par de cuerpos ligados por la gravedad.

Una teoria es una abstraccién, con entidades inobservables, que explica hechos y leyes. Por ejemplo la
teorfa newtoniana de la gravitacién. En ella se habla de fuerzas (o de campos gravitatorios) que no son entes
observables, pero esta teoria explica hechos y leyes.

Sucede que el conocimiento cientifico no es completamente seguro en ninguna de las precedentes cate-
gorias. Podria existir otra luna en torno a la Tierra. O, como sabemos, la teoria newtoniana de la gravitacién
no es completa, porque no da cuenta de algunos fenémenos. De ahi vino su evolucién a nuevas teorias de la
gravitacién. No hay asi un conocimiento completamente seguro: los enunciados absolutamente ciertos sélo
existen en el ambito de las matematicas o la légica. Pero la ciencia usa una correspondencia con estas dos
disciplinas. La matematica y la 16gica aplicadas a las ciencias facilitan poder establecer hechos, leyes y teorias
con coherencia interna y con un alto grado de certeza. Y la Estadistica proporciona una herramienta para

poder evaluar esta certeza, o proporcionar pautas para realizar inferencias a partir de lo que se conoce.
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Lo que distingue a una teoria cientifica es que ésta, a diferencia de la que no lo es, puede ser refutada:
puede existir un conjunto de circunstancias que si son observadas demuestran que la teoria esta equivocada.
A continuacion se ofrece una visién simplificada del método cientifico.

Hacemos observaciones en la naturaleza y a través de un proceso creativo generamos una hipétesis de cémo
funciona cierto aspecto de la naturaleza (modelos). Basdndonos en esa hipétesis disenamos un experimento
que consiste en que un conjunto de observaciones deben tener lugar, bajo ciertas condiciones, si la hipétesis
es cierta. En el caso de que estas observaciones no ocurran nos enfrentamos a varias posibilidades: nuestras
hipdtesis necesitan ser revisadas, el experimento se llevé a cabo de forma incorrecta, o nos hemos equivocado
en el andlisis de los resultados del experimento.

Hace algunos cientos de anos se establecié un método para encontrar respuestas a los interrogantes que nos planteamos al

contemplar la naturaleza. Este método, conocido como método cientifico, se basa en tres pilares fundamentales: observacidn,

razonamiento y experimentacion.

El método cientifico no es una simple receta, sino que es un proceso exigente que requiere, entre otros ingredientes, juicio critico.

De forma resumida, el método cientifico incorpora las siguientes facetas:
Observacién: aplicacién atenta de los sentidos a un objeto o a un fenémeno, para estudiarlos tal como se presentan en realidad.

Descripcién: las mediciones deben ser fiables, es decir, deben poder repetirse. Las observaciones tnicas e irrepetibles no
permiten predecir futuros resultados. En este sentido la Cosmologia se enfrenta, a priori, a un grave problema. El

Universo es tinico y no podemos volver a repetirlo modificando las condiciones iniciales.

Prediccién: las predicciones de cualquier fenémeno deben ser validas tanto para observaciones pasadas, como presentes y

futuras.

Control: capacidad de modificar las condiciones del experimento para estudiar el impacto de los diferentes parametros parti-
cipantes. Esto se opone a la aceptacién pasiva de datos, que puede conducir a un importante sesgo (bias) empirico.

Falsabilidad o eliminacién de alternativas plausibles: Este es un proceso gradual que requiere la repeticién de los experimentos
(preferiblemente por investigadores independientes, quienes deben ser capaces de replicar los resultados iniciales con la
intencién de corroborarlos). Todas las hipétesis y teorfas deben estar sujetas a la posibilidad de ser refutadas. En este
sentido, a medida que un drea de conocimiento crece y las hipdtesis o teorias sobre la que se sustenta van realizando
predicciones comprobables, aumenta la confianza en dichas hipdtesis o teorfas (uno de los defensores fundamentales del
criterio de falsabilidad es Karl Popper (1902-1994); ver, por ejemplo, La ldgica de la investigacidn cientifica en Popper
1935).

Explicacién causal: los siguientes requisitos son normalmente exigibles para admitir una explicacién como cientifica:

= Identificacién de las causas.
= Las causas identificadas deben correlacionarse con los observables.

= Las causas deben preceder temporalmente a los efectos medidos.

1.4. El proceso experimental
I

La experimentacién estd lejos de estar carente de dificultades. Algunas técnicas experimentales exigen
un aprendizaje largo y, en muchas ocasiones, el volumen de datos a manejar puede ser tan grande que sea
necesario un trabajo de andlisis intenso. La paciencia y la perseverancia son grandes aliadas en este sentido.

Las razones para realizar un experimento son diversas y de alcance muy variable. Preguntas tipicas son,
por ejemplo: ;Cémo de aplicable es una teoria particular? ;Es posible mejorar una técnica de medida? ;A
qué temperatura debe fundir una nueva aleacién? ; Qué ocurre con las propiedades magnéticas de un material
al someterlo a temperaturas de trabajo muy bajas? ;Se ven alteradas las propiedades de un semiconductor
debido al bombardeo por radiacién nuclear?

De una forma esquematica, el proceso experimental suele desarrollarse siguiendo el siguiente esquema:

1. Definir la pregunta o problema a resolver. Cuanto mas claro y definido sea el objetivo del experimento,

mucho mas fécil serd realizar su planificacién y ejecucion.
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2. Obtener informacién y recursos. Una vez definido el objetivo del experimento, es necesario elaborar un
plan de trabajo para poder alcanzarlo. Hay que identificar qué equipos son necesarios, qué cantidades

hay que medir, y de qué manera se va a realizar el experimento.

3. Formular hipotesis, acerca de los resultados de nuestro experimento. Hacerlo antes de su ejecucion evita
el sesgo personal de identificar los resultados que ya se conocen como objetivos iniciales (no debemos

enganarnos a nosotros mismos).

4. Realizar el experimento y obtener las medidas. Esta tarea se subdivide en varios pasos:

= Preparacion: el equipo debe ser puesto a punto para su utilizacién. Si el experimento requiere
la utilizacién de aparatos con los que no estamos familiarizados, es necesario leer atentamente
los manuales de utilizacién, e incluso consultar a experimentadores con experiencia previa en
su manejo. Todo ello evita perder tiempo y cometer errores de bulto, a la vez que preserva la

integridad del equipo (jy la nuestral).

= Experimentacion preliminar: suele ser muy aconsejable realizar una pequena experimentacién de
prueba antes de iniciar la toma definitiva de medidas. Esto facilita el uso correcto del equipo
instrumental, permitiendo identificar los aspectos méas dificiles o en los que resulta mas facil

cometer errores.

= Toma de datos: el trabajo cuidadoso y detallado son fundamentales en todo proceso experimental.
Ejecutar dicha labor siguiendo un plan de trabajo bien definido resulta basico. No hay nada més
frustrante que descubir, tras largas horas de medidas, que hemos olvidado anotar algin parametro

esencial o sus unidades. En este sentido resulta imprescindible tener presentes varias cuestiones

e ;Cudles son las unidades asociadas a cada medida?
o ;Cudl es la incertidumbre asociada?
e ;Qué variabilidad presentan las medidas?

e ;Cémo puedo tener una idea del orden de magnitud de una medida antes de realizarla y saber

asi que los resultados que se van obteniendo son razonables?

e ;Qué informacion debe ser incluida en la tabla de datos?

= Comprobacién de la repitibilidad: siempre que sea posible, todo experimento deberia repetirse va-
rias veces para comprobar que los resultados obtenidos son repetibles y representativos. Y aunque,
obviamente, la repeticion de un experimento no proporciona exactamente los mismos nimeros,
discrepancias muy grandes deben alertarnos acerca de la existencia de efectos sisteméticos que

pueden estar distorsionando el experimento.

5. Analizar los datos: una vez obtenidas las medidas es necesario su tratamiento estadistico para poder

obtener magnitudes (e incertidumbres asociadas) representativas del objeto de nuestro estudio.

6. Interpretar los datos y extraer conclusiones que sirvan como punto de partida para nuevas hipotesis. El
éxito de esta interpretacion dependerd, basicamente, de la calidad de las medidas y de su anélisis. Las
herramientas estadisticas que se describen en este libro nos permitiran tomar decisiones

de manera objetiva.

7. Publicar los resultados. Los resultados de cualquier proceso experimental deben ser comunicados de
manera clara y concisa. Esto incluye desde un sencillo informe de laboratorio, como el que se exigird en
los diversos laboratorios en los que se trabajard durante la licenciatura de Fisicas, hasta la publicacién

de un articulo cientifico en una revista reconocida.
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No es extrano que, aunque la pregunta inicial a responder haya sido establecida de una forma clara, tras
el desarrollo del experimento y el analisis de los resultados, se descubran fenémenos no previstos que obliguen
a modificar y repetir el proceso descrito. De hecho, si el resultado de un experimento fuera completamente
predecible, tendria poco sentido llevarlo a cabo. Por ello, de forma practica el esquema anterior se ejecuta
siguiendo un proceso iterativo entre los puntos 3 y 6. Una vez obtenido un conocimiento significativo, éste ha

de ser explicado en una publicacién, permitiendo a nuevos investigadores corroborar o refutar las conclusiones.

1.5. Bibliografia complementaria
I

La consulta de libros es necesaria para conocer diferentes enfoques y, desde luego, se hace imprescindible
para ampliar la coleccién de ejemplos y ejercicios, ya que la Estadistica es una disciplina eminentemente
practica. A continuacién se enumeran algunos de los textos en castellano més frecuentes en las bibliotecas
de las Facultades de Ciencias, con una pequena descripcion en relacién a los contenidos cubiertos por este
libro:

= Curso y ejercicios de estadistica, Quesada, Isidoro & Lopez, Alhambra 1988.

Cubre casi todos los temas. Buen formalismo matematico. Amplia colecciéon de problemas.

= Probabilidad y Estadistica, Walpole & Myers, McGraw-Hill 1992.
Muy bien explicado. Con multitud de ejemplos. Es méds amplio. De carédcter practico. Vélido para todos

los temas excepto el primero.

= Probabilidad y Estadistica, Spiegel, McGraw-Hill 1991.
Con muchos problemas. La teoria se encuentra muy resumida. Vale para todos los temas excepto el

primero. Este tema se desarrola en otro libro de Spiegel: Estadistica (Teoria y Problemas).

= Métodos Estadisticos, Viedma, Ediciones del Castillo 1990.

Muy sencillo. Cubre todos los temas, aunque algunos no de forma completa.
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Capitulo 2

Fundamentos de Estadistica

Descriptiva

“Se cometen muchos menos errores usando datos inadecuados que

cuando no se utilizan datos.”

Charles Babbage (1792-1871)

La aplicacién del tratamiento estadistico tiene dos fases fundamentales:
1. Organizacién y analisis inicial de los datos recogidos.
2. Extraccion de conclusiones validas y toma de decisiones razonables a partir de ellos.

Los objetivos de la Estadistica Descriptiva son los que se abordan en la primera de estas fases. Es decir, su
misién es ordenar, describir y sintetizar la informacién recogida. En este proceso serd necesario establecer
medidas cuantitativas que reduzcan a un ntmero manejable de pardmetros el conjunto (en general grande)
de datos obtenidos.

La realizacién de gréficas (visualizacién de los datos en diagramas) también forma parte de la Estadistica
Descriptiva dado que proporciona una manera visual directa de organizar la informacién.

La finalidad de la Estadistica Descriptiva no es, entonces, extraer conclusiones generales sobre el fenémeno

que ha producido los datos bajo estudio, sino solamente su descripcién (de ahi el nombre).

2.1. Variables estadisticas
S

El concepto de variable estadistica es, sin duda, uno de los més importantes en Estadistica. Pero antes

de abordar su definicién, es necesario introducir anteriormente diversos conceptos basicos.

2.1.1. Poblaciéon y muestra

Se denomina poblacién al conjunto completo de elementos, con alguna caracteristica comin, que es el
objeto de nuestro estudio. Esta definicién incluye, por ejemplo, a todos los sucesos en que podria concretarse

un fenémeno o experimento cualesquiera. Una poblacién puede ser finita o infinita.

11



12 Fundamentos de Estadistica Descriptiva

Ejemplo I-1 Los habitantes de un pais, los planetas del Sistema Solar, las estrellas en la Via Lactea, son elementos de

una poblacién finita. Sin embargo, el nimero de posibles medidas que se puedan hacer de la velocidad de
la luz, o de tiradas de un dado, forman poblaciones infinitas.

Cuando, aunque la poblacién sea finita, su niimero de elementos es elevado, es necesario trabajar con solo

una parte de dicha poblacién. A un subconjunto de elementos de la poblacién se le conoce como muestra.

Ejemplo I-2 Si se quiere estudiar las propiedades de las estrellas en nuestra Galaxia, no tendremos la oportunidad

de observarlas todas; tendremos que conformarnos con una muestra representativa. Obviamente, elegir
de forma representativa los elementos de una muestra es algo muy importante. De hecho existe un grave
problema, conocido como efecto de seleccién, que puede condicionar el resultado de un estudio si uno no
realiza una selecciéon correcta de los elementos que forman parte de una muestra.

Al nimero de elementos de la muestra se le llama tamano de la muestra. Es facil adelantar que para
que los resultados de nuestro estudio estadistico sean fiables es necesario que la muestra tenga un tamano
minimo. El caso particular de una muestra que incluye a todos los elementos de la poblacién es conocido

COImMo Ccenso.

2.1.2. Caracteres cuantitativos o cualitativos

El objeto de nuestra medida pueden ser caracteres de tipos muy diversos. De ahi que normalmente se

clasifiquen en:

= caracteres cuantitativos: aquellos que toman valores numéricos. Por ejemplo la altura o la velocidad

de un movil.

= caracteres cualitativos: también llamados atributos, son aquellos que no podemos representar numéri-

camente y describen cualidades. Por ejemplo, un color o el estado civil.

Aunque existen algunas diferencias, el tratamiento para ambos casos es similar, pudiéndose asignar, en

muchas ocasiones, valores numéricos a los diferentes caracteres cualitativos.

2.1.3. Variable estadistica

Se entiende por variable estadistica al simbolo que representa al dato o caracter objeto de nuestro
estudio de los elementos de la muestra y que puede tomar un conjunto de valores. En el caso de que estemos
tratando con caracteres cuantitativos, la variables estadisticas pueden clasificarse en: discretas, cuando
solo pueden tomar una cantidad (finita o infinita) numerable de valores, y continuas, cuando pueden tomar

tedricamente infinitos valores entre dos valores dados. Es la diferencia bésica que existe entre contar y medir.

Ejemplo I-3 El nimero de electrones de un dtomo es una variable discreta. La velocidad o la altura de un moévil son

variables continuas.
Por otra parte, las variables se pueden asi mismo clasificar en unidimensionales, cuando solo se mida
un caricter o dato de los elementos de la muestra, o bidimensionales, tridimensionales, y en general

n—dimensionales, cuando se estudien simultaneamente varios caracteres de cada elemento.

Ejemplo -4 La temperatura o la presién atmosférica (por separado), son variables monodimensionales. La temperatura

y la presién atmosférica (estudiadas conjuntamente), o la longitud y el peso de una barra conductora, son
ejemplos de variables bidimensionales. La velocidad, carga eléctrica y masa de un i6n es tridimensional.
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2.2. Distribuciones de frecuencias
B

El primer paso para el estudio estadistico de una muestra es su ordenacién y presentacion en una tabla

de frecuencias.

2.2.1. Tabla de frecuencias de una variable discreta

Supongamos que tenemos una muestra de tamano N, donde la variable estadistica x toma los valores
distintos x1, x2, . . . , x. En primer lugar hay que ordenar los diferentes valores que toma la variable estadistica
en orden (normalmente creciente). La diferencia entre el valor mayor y menor que toma la variable se conoce
como recorrido, o rango.

En el caso de variables discretas, generalmente, un mismo valor de la variable aparecera repetido mas
de una vez (es decir k < N). De forma que el siguiente paso es la construccién de una tabla en la que se
indiquen los valores posibles de la variable y su frecuencia de aparicién. Esta es la tabla de frecuencias

de una variable discreta:

Valores de la | Frecuencias | Frecuencias | Frecuencias | Frecuencias
variable absolutas relativas absolutas relativas
estadistica acumuladas | acumuladas
X n; i N; F;
x1 ny fi Ny Fy
T2 no fa N )
Tk, ng Tk N, Ey

En la primera columna de esta tabla se escriben los distintos valores de la variable, x;, ordenados de
mayor a menor. Es posible hacer también una tabla de frecuencias de una variable cualitativa. En ese caso,
en la primera columna se escribirdn las diferentes cualidades o atributos que puede tomar la variable. En las

siguientes columnas se escriben para cada valor de la variable:

= Frecuencia absoluta n;: Definida como el niimero de veces que aparece repetido el valor en cuestién
de la variable estadistica en el conjunto de las observaciones realizadas. Si NV es el nimero de observa-

ciones (o tamartio de la muestra), las frecuencias absolutas cumplen las propiedades
0<n; <N ;
La frecuencia absoluta, aunque nos dice el niimero de veces que se repite un dato, no nos informa de

la importancia de éste. Para ello se realiza la siguiente definicion.

= Frecuencia relativa f;: Cociente entre la frecuencia absoluta y el nimero de observaciones realizadas
N. Es decir

i

fi=— (2.1)

cumpliéndose las propiedades

g Ekzlni
0<fisl 5 Y =) ===
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Ejemplo I-5

Esta frecuencia relativa se puede expresar también en tantos por cientos del tamano de la muestra,

para lo cual basta con multiplicar por 100

(%), = 100x;.

Por ejemplo, si f; = 0.25, ésto quiere decir que la variable x; se repite en el 25% de la muestra.

Frecuencia absoluta acumulada N;: Suma de las frecuencias absolutas de los valores inferiores o
igual a x;, o nimero de medidas por debajo, o igual, que x;. Evidentemente la frecuencia absoluta

acumulada de un valor se puede calcular a partir de la correspondiente al anterior como
Ny =N;_1+n,; y N1 =n;. (2.2)
Ademas la frecuencia absoluta acumulada del ultimo valor serd
N, = N.

Frecuencia relativa acumulada F;: Cociente entre la frecuencia absoluta acumulada y el nimero
de observaciones. Coincide ademés con la suma de las frecuencias relativas de los valores inferiores o

iguales a x; ‘
N, Xamy ~n; -
F=—t==0=1"7_ I = 2 2.3
N N Z N Z /i (23)
Jj=1 Jj=1
y la frecuencia relativa acumulada del dltimo valor es 1
F,=1.

Se puede expresar asimismo como un porcentaje (multiplicando por 100) y su significado serd el tanto

por ciento de medidas con valores por debajo o igual que z;.

Supongamos que el nimero de hijos de una muestra de 20 familias es el siguiente:

El tamano de la muestra es N = 20, el nimero de valores posibles k£ = 5, y el recorrido es 5 — 1 = 4.

i | ng fi N; F;
n; /20 221 n; le i
1 6 0.30 6 0.30
2 7 0.35 13 0.65
3 4 0.20 17 0.85
4 2 0.10 19 0.95
5 1 0.05 20 1.00

2.2.2. Agrupamiento en intervalos de clase

Cuando el nimero de valores distintos que toma la variable estadistica es demasiado grande o la variable

es continua no es util elaborar una tabla de frecuencias como la vista anteriormente. En estos casos se

realiza un agrupamiento de los datos en intervalos y se hace un recuento del niimero de observaciones

que caen dentro de cada uno de ellos. Dichos intervalos se denominan intervalos de clase, y al valor de
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la variable en el centro de cada intervalo se le llama marca de clase. De esta forma se sustituye cada

medida por la marca de clase del intervalo a que corresponda. A la diferencia entre el extremo superior e

inferior de cada intervalo se le llama amplitud del intervalo. Normalmente se trabajard con intervalos de

amplitud constante. La tabla de frecuencias resultante es similar a la vista anteriormente. En el caso de una

distribucion en k intervalos ésta seria:

Intervalos | Marcas de | Frecuencias | Frecuencias | Frecuencias | Frecuencias
de clase clase absolutas relativas absolutas relativas
acumuladas | acumuladas
a; — Git1 Ci n; fi=ni/N N; F; = N;/N
ai — az c1 n1 fi Ny Fy
az — as C2 no fa N, )
ar — Qg1 Ck ng b Ni Fy.

El realizar el estudio mediante el agrupamiento en intervalos de clase simplifica el trabajo, pero también

supone una pérdida de informacién, ya que no se tiene en cuenta cémo se distribuyen los datos dentro de

cada intervalo. Para que dicha pérdida sea minima es necesario elegir con cuidado los intervalos. Aunque no

existen ningunas reglas estrictas para la eleccién de los intervalos, los pasos a seguir son:

Determinar el recorrido, o rango, de los datos. Esto es, la diferencia entre el mayor y el menor de los

valores que toma la variable.

Decidir el ntimero k de intervalos de clase en que se van a agrupar los datos. Dicho ntimero se debe
situar normalmente entre 5 y 20, dependiendo del caso. En general el niimero serd mas grande cuanto
mas datos tenga la muestra. Una regla que a veces se sigue es elegir k£ como el entero mas préximo a
V'N, donde N es el ntiimero total de medidas.

Dividir el recorrido entre el nimero de intervalos para determinar la amplitud (constante) de cada
intervalo. Dicha amplitud no es necesario que sea exactamente el resultado de esa division, sino que

normalmente se puede redondear hacia un niimero algo mayor.

Determinar los extremos de los intervalos de clase. Evidentemente el extremo superior de cada intervalo
ha de coincidir con el extremo inferior del siguiente. Es importante que ninguna observacion coincida
con alguno de los extremos, para evitar asi una ambiguedad en la clasificacién de este dato. Una forma
de conseguir ésto es asignar a los extremos de los intervalos una cifra decimal mas que las medidas de
la muestra. Por ejemplo, si la variable estadistica toma valores enteros: 10,11,12,.. ., los intervalos se
podrian elegir: 9.5 — 11.5,11.5 — 13.5, .. ..

Calcular las marcas de clase de cada intervalo como el valor medio entre los limites inferior y superior
de cada intervalo de clase. Otra consideracién a tomar en cuenta a la hora de elegir los intervalos es
intentar que las marcas de clase coincidan con medidas de la muestra, disminuyéndose asi la pérdida

de informacién debida al agrupamiento.

Una vez determinados los intervalos se debe hacer un recuento cuidadoso del nimero de observaciones

que caen dentro de cada intervalo, para construir asi la tabla de frecuencias.
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En la tabla siguiente se listan los datos medidos por James Short en 1763 sobre la paralaje del Sol en

segundos de arco. La paralaje es el angulo subtendido por la Tierra vista desde el Sol. Se midi6é observando
transitos de Venus desde diferentes posiciones y permitié la primera medida de la distancia Tierra-Sol, que

es la unidad bésica de la escala de distancias en el Sistema Solar (la unidad astronémica).

Datos (en segundos de arco):

8.63 10.16 850 831 1080 7.50 8.12
8.42 9.20 8.16 8.36 9.77 752 7.96
7.83 8.62 7.54 8.28 9.32 7.96 7.47

1. Recorrido: maximo—minimo= 10.80 — 7.47 = 3.33.

2. Niimero de intervalos: k = /21 = 4.53 = k = 5. Como se redondea por exceso, la amplitud del intervalo
multiplicada por el nimero de intervalos serda mayor que el recorrido y no tendremos problemas en los
extremos.

3. Amplitud del intervalo: 3.33/5 = 0.666 = 0.7.

4. Extremos de los intervalos. Para evitar coincidencias se toma un decimal mas. El primer extremo se
toma algo menor que el valor minimo, pero calculandolo de forma que el ultimo extremo sea algo mayor
que el valor maximo.

Si tomamos a1 = 7.405 se verifica que es < 7.47 (minimo), y el dltimo extremo serd 7.405+5 x 0.7 = 10.905
que resulta ser > 10.80 (mdaximo). Ahora ya podemos calcular los extremos para cada intervalo de clase y
las marcas de clase correspondientes.

5. Recuento y construcciéon de la tabla.

@i—ai+1 ci n; fi N; F;
7.405 — 8.105 7.755 7 | 0.333 7 0.333
8.105 — 8.805 8.455 9 0.429 | 16 | 0.762
8.805 — 9.505 9.155 2 | 0.095 | 18 | 0.857

2
1

9.505 — 10.205 9.855 0.095 | 20 | 0.952
10.205— 10.905 | 10.555 0.048 | 21 | 1.000
Suma, 21 | 1.000

2.3. Representaciones graficas
I

Después de construir la tabla de frecuencias correspondiente es conveniente la representaciéon grafica de la
distribucién de los datos en un diagrama. Estas representaciones graficas permiten una visualizacion réapida

de la informacién recogida. Veamos los diferentes tipos de diagramas.

2.3.1. Representaciones graficas para datos sin agrupar

El diagrama principal para representar datos de variables discretas sin agrupar es el diagrama de
barras. En éste se representan en el eje de abcisas los distintos valores de la variable y sobre cada uno de
ellos se levanta una barra de longitud igual a la frecuencia correspondiente. Pueden representarse tanto las
frecuencias absolutas n; como las relativas f;. En la préctica se puede graduar simultdneamente el eje de
ordenadas tanto en frecuencias absolutas como en relativas en tantos por ciento.

Un diagrama similar es el poligono de frecuencias. Este se obtiene uniendo con rectas los extremos su-

periores de las barras del diagrama anterior. De la misma forma, pueden representarse frecuencias absolutas,
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Numero de hijos por familia
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Figura 2.1: Diagrama de barras y poligono de frecuencias. Se han usado los datos del ejemplo I-5.

Numero de hijos por familia

20

Nl 15

100

wF.(%)

10 50

25

|

—
[av]
w
N
)]

e

Figura 2.2: Diagrama de frecuencias acumuladas. Se han usado los datos del ejemplo I-5.
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Paralaje del Sol (Short 1763)

14
oD
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Figura 2.3: Histograma y poligono de frecuencias de las medidas de la paralaje del Sol del ejemplo I-6. Las alturas
de los rectdngulos se obtienen como h; = n; /A, siendo en este caso la amplitud del intervalo A = 0.7. Nétese que el

histograma tiene la misma forma si las alturas se hacen proporcionales a las frecuencias.

relativas, o ambas a la vez. Ver Figura 2.1.

Para representar las frecuencias, tanto absolutas como relativas, acumuladas se usa el diagrama de
frecuencias acumuladas. Este grifico, en forma de escalera (ver Figura 2.2), se construye representando
en abcisas los distintos valores de la variable y levantando sobre cada x; una perpendicular cuya longitud
serd la frecuencia acumulada (N; o F;) de ese valor. Los puntos se unen con tramos horizontales y verticales

como se muestra en la figura. Evidentemente la escalera resultante ha de ser siempre ascendente.

2.3.2. Representaciones graficas para datos agrupados

La representacién grafica mas usada para datos agrupados es el histograma de frecuencias absolutas o
relativas (ver Figura 2.3). Un histograma es un conjunto de rectdngulos adyacentes, cada uno de los cuales
representa un intervalo de clase. Las base de cada rectangulo es proporcional a la amplitud del intervalo. Es
decir, el centro de la base de cada rectangulo ha de corresponder a una marca de clase. La altura se suele
determinar para que el drea de cada rectangulo sea igual a la frecuencia de la marca de clase correspondiente.
Por tanto, la altura de cada rectdngulo se puede calcular como el cociente entre la frecuencia (absoluta o
relativa) y la amplitud del intervalo. En el caso de que la amplitud de los intervalos sea constante, la
representacién es equivalente a usar como altura la frecuencia de cada marca de clase, siendo este método
mas sencillo para dibujar rapidamente un histograma.

Al igual que en las variables no agrupadas, otro tipo de representacion es el poligono de frecuencias.
Este se obtiene uniendo por lineas rectas los puntos medios de cada segmento superior de los rectangulos en
el histograma. Ver Figura 2.4.

El poligono de frecuencias acumuladas sirve para representar las frecuencias acumuladas de datos
agrupados por intervalos. En abcisas se representan los diferentes intervalos de clase. Sobre el extremo
superior de cada intervalo se levanta una linea vertical de altura la frecuencia (absoluta o relativa) acumulada
de ese intervalo. A continuacién se unen por segmentos rectos los extremos de las lineas anteriores. El poligono
parte de una altura cero para el extremo inferior del primer intervalo. Evidentemente, la altura que se alcanza

al final del poligono es N, para frecuencias absolutas, o 1, para frecuencias relativas.
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Paralaje del Sol (Short 1763)

1 100
20
N s F
i15 - | | B R
| | | |
10 | | | I 450
| | | |
I
s | | | | o5
| | | | |
| | | | |
0 7305 | 8.105 [ 8.805 [ 9505 | 10205 | 10905 0

7.755 8.455 9.155 9.855 10.555 Xl

Figura 2.4: Poligono de frecuencias acumuladas de las medidas de la paralaje del Sol del ejemplo I-6. Las zonas de

mayor pendiente en este diagrama corresponden a las zonas mds altas en el histograma (ver figura anterior).

Mediante la interpolacién en el poligono de frecuencias acumuladas (o leyendo sobre la escala de orde-
nadas) puede determinarse el niimero de observaciones mayores o menores que un valor dado, o incluso el
ntmero de datos comprendidos entre dos valores (restando las frecuencias acumuladas correspondientes),

incluso aunque esos valores no sean marcas de clase.

2.3.3. Representaciones graficas para variables cualitativas

Existe una gran variedad de representaciones para variables cualitativas, de las cuales vamos a describir
Unicamente las dos mas usadas. El diagrama de rectangulos es similar al diagrama de barras y el histo-
grama para las variables cuantitativas. Consiste en representar en el eje de abcisas los diferentes caracteres
cualitativos y levantar sobre cada uno de ellos un rectdngulo (de forma no solapada) cuya altura sea la
frecuencia (absoluta o relativa) de dicho caracter.

Un diagrama muy usado es el diagrama de sectores (también llamado diagrama de tarta). En él se
representa el valor de cada caracter cualitativo como un sector de un circulo completo, siendo el area de cada
sector, o, lo que es lo mismo, el arco subtendido, proporcional a la frecuencia del caracter en cuestién. De
forma préctica, cada arco se calcula como 360° multiplicado por la frecuencia relativa. Es ademas costumbre
escribir dentro, o a un lado, de cada sector la frecuencia correspondiente. Este tipo de diagrama proporciona
una idea visual muy clara de cudles son los caracteres que mas se repiten.

Ejemplo I-7 Las notas de una asignatura de Fisicas (en la UCM) del curso académico 95/96 se distribuyeron de

acuerdo a la siguiente tabla para los alumnos presentados en junio:

Nota n; i N; F; o
Suspenso (SS) 110 | 0.46 | 110 | 0.46 | 165.6
Aprobado (AP) 90 | 0.38 | 200 | 0.84 | 136.8
Notable (NT) 23 | 0.10 | 223 | 0.94 | 36.0
Sobresaliente (SB) 12 | 0.05 | 235 | 0.99 | 18.0
Matricula de Honor (MH) 2 | 001|237 | 1.00 | 3.6

Los diagramas de rectangulos y de sectores correspondientes se muestran en la Figura 2.5.
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60 - -
- 20

n. MH
I - 40
80 7 i fl
40 +
o0 L % = 10
NT SB MH

SS AP

Figura 2.5: Diagrama de rectdngulos (izquierda) y de sectores (derecha) para las notas del ejemplo I-7. Las frecuencias
relativas estan dadas en tanto por ciento. Los angulos de cada sector circular se determinan como «; = f; X 360

(grados).
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Capitulo 3

Medidas caracteristicas de una

distribucion

“La percepciodn, sin comprobacién ni fundamento, no es

garantia suficiente de verdad.”

Bertrand Russell (1872-1970)

Después de haber aprendido en el capitulo anterior a construir tablas de frecuencias y haber realizado
alguna representacién grafica, el siguiente paso para llevar a cabo un estudio preliminar de los datos recogidos
es el calculo de diferentes magnitudes caracteristicas de la distribucién. Se definen entonces diversas medidas
que seran capaces de resumir toda la informacién recogida a un pequeno nimero de valores. Estas medidas
resumen van a permitir comparar nuestra muestra con otras y dar una idea rapida de céomo se distribuyen

los datos. Es evidente que todas estas medidas solo pueden definirse para variables cuantitativas.

3.1. Medidas de centralizacion

Entre las medidas caracteristicas de una distribucién destacan las llamadas medidas de centralizacién,

que nos indicaran el valor promedio de los datos, o en torno a qué valor se distribuyen éstos.

3.1.1. Media aritmética

Supongamos que tenemos una muestra de tamano N, donde la variable estadistica x toma los valores

T1,%2,...,2N. Se define la media aritmética T, o simplemente media, de la muestra como

Zﬁ\; Li
=5

T =

(3.1)

Es decir, la media se calcula sencillamente sumando los distintos valores de x y dividiendo por el ntmero

de datos. En el caso de que los diferentes valores de x aparezcan repetidos, tomando entonces los valores

r1,Ts,...,TE, con frecuencias absolutas ny,no,...,ng, la media se determina como
S an,
— ] — 1'v
T = %, (3.2)
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pudiéndose expresar también en funcién de las frecuencias relativas mediante

Ejemplo I-5 (Continuacion.) Calcularemos la media aritmética para los datos del ejemplo I-5.

Aplicando la ecuacién (3.2)

k
i=1

) n; i W Xy | @ 3% s
1 6 | 0.30 6 0.30
2 7 0.35 14 0.70
) 4 | 0.20 12 0.60
4 2 0.10 0.40
5 1 0.05 0.25

Total | 20 | 1.00 45 2.25

po a5 2.25,

N

20

o también usando las frecuencias relativas mediante la ecuacién (3.3)

T=Y " fi =225

(3.3)

En el caso de tener una muestra agrupada en k intervalos de clase la media se puede calcular, a partir

de las marcas de clase ¢; y el nimero n; de datos en cada intervalo, utilizando una expresién similar a (3.2)

T =

N

Zf:l Gy

(3.4)

Sin embargo, hay que indicar que la expresién anterior es solamente aproximada. En el caso de que

sea posible, es més exacto para el cdlculo de la media, no realizar el agrupamiento en intervalos y usar la

expresion (3.1).

Ejemplo I-6 (Continuacion.) Calcularemos la media aritmética para el ejemplo I-6.

Aplicando la ecuacién (3.4)

Si empleamos en su lugar la expresién correcta dada por la ecuacién (3.1), se obtiene

T =

T =

21
Do T _ 17843

N

21

Ci n; | ¢ Xn;
7755 | 7 | 54.285
8455 | 9 | 76.095
9.155 | 2 | 18.310
9.855 | 2 | 19.710
10555 | 1 | 10.555
Total | 21 | 178.955
Soicimi _ 178.955 _ .
N 21

= 8.497.

Una propiedad importante de la media aritmética es que la suma de las desviaciones de un conjunto de

datos respecto a su media es cero. Es decir, la media equilibra las desviaciones positivas y negativas respecto
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a su valor
N N N

N

i=1 =1

La media representa entonces una especie de centro de gravedad, o centro geométrico, del conjunto
de medidas. Una caracteristica importante de la media como medida de tendencia central es que es muy
poco robusta, es decir depende mucho de valores particulares de los datos. Si por ejemplo, en una muestra
introducimos un nuevo dato con un valor mucho mayor que el resto, la media aumenta apreciablemente
(dados los datos 1,2,1,1,100, se tiene T = 21). La media aritmética es por tanto muy dependiente de

observaciones extremas.

Como el objetivo de la estadistica descriptiva es describir de la forma mas simple y clara la muestra
obtenida, es importante siempre usar unas unidades que cumplan mejor dicho fin. Por este motivo, a veces
es muy util realizar un cambio de origen y unidades para simplificar los valores de la variable. Por ejemplo,
supongamos que x es la altura en metros de una muestra de individuos. Tomara entonces valores tipicos
x = 1.75,1.80,1.67, . ... Si efectuamos aqui un cambio a una nueva variable y definida como y = 100(x —1.65),
los nuevos valores seran y = 10, 15,2, ...y, por tanto, el anélisis serd mas sencillo y se usaran menos digitos.
A este proceso de cambio de origen y unidades se le llama una transformacién lineal y, en general,

consistird en pasar de una variable x a otra y definida como
y =a-+ bz. (3.6)

Es facil encontrar una relacién entre la media artimética de x e y, ya que

_ >y Y (a+bx;)  aN+bY x; _
Yy="nN = N .= N =a+bT

Es decir, una vez calculada la media artimética de la nueva variable y, se puede encontrar la media de x

haciendo

<
I
e

Sl
|

Ejemplo I-8 Supongamos una serie de medidas experimentales con un péndulo simple para obtener el valor de la

aceleracién de la gravedad (en m/s?).

Calculemos primero la media aritmética

6
Ti .24
- i T= Z]i] = % =9.873 m/s’.
9.77 -3 . . .
Si hacemos un cambio de variable y = a + b x = —980 + 100 z, y calculamos los
i . valores de y; (segunda columna de la tabla de la izquierda), el valor de la media
2 U seria
9.81 +1 26
_ yi 44
9.83 +3 ==l - —7
] N 5 7.33,
10.25 | +45
_ _y—a T7.33+980 9
T="7—= 100 = 9.873 m/s*.

Nétese lo sensible que es la media de un valor extremo. Si no tuviésemos en cuenta el dltimo valor,
obtendriamos T = 9.798.
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3.1.2. Medias geométrica, arménica y cuadratica

Existen otras definiciones de media que pueden tener su utilidad en algunos casos. La primera de éstas
es la media geométrica x¢. En el caso de una muestra con valores diferentes de la variable se define como

la raiz enésima (N es el tamano de la muestra) del producto de los valores de la variable
Tg = N/x122...2N. (37)

Si los datos aparecen agrupados en k valores distintos la definicién seria

Tg = \/x{txy? . oapk. (3.8)

Esta media tiene la caracteristica negativa de que si uno de los valores es nulo, la media seria asimismo cero,
y por lo tanto seria poco representativa del valor central. Ademsds si existen valores negativos es posible que
no se pueda calcular. A la hora de calcularla es 1til tener en cuenta que el logaritmo de la media geométrica

es la media aritmética del logaritmo de los datos

k
log TG > i1 nilog;
G =——.
N
La media armoénica x4 se define como la inversa de la media aritmética de las inversas de los valores

de la variable. Es decir, para variables no agrupadas y agrupadas, seria

_ N _ N 3.9
A= ZN i ) A= Zk ng . ( ° )
=1 Z; i=1 Tq
Es evidente que si una de las medidas es 0, la media arménica no tiene sentido.
Una tercera definicién corresponde a la media cuadratica zq. Se define ésta como la raiz cuadrada de

la media aritmética de los cuadrados de los valores

(3.10)

Esta media tiene su utilidad con frecuencia en la aplicacién a fenémenos fisicos.
Se puede demostrar que estas medias se relacionan con la media aritmética, en el caso de valores positivos

de la variable, por

Ta <

8

G <T<7Tqg.

Ninguna de estas medias es muy robusta en general, aunque ésto depende de cémo se distribuyan las
variables. Por ejemplo, la media armoénica es muy poco sensible a valores muy altos de z, mientras que a la

media cuadratica apenas le afectan los valores muy bajos de la variable.
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(Continuacion.)

Ejemplo I-8

Media geométrica

Media armonica

Media cuadratica

Debe notarse que

G = ¥x1x2... 06 = V/9.77 X 9.78 X ... x 10.25 = 9.872.

X

6 f—

= 9.871.

) =1 1 T

B 6

& + o+
Z; 977 T 978 " 7 10.25
=1 ¢

S 22 977 +9.782 + .. +10.252
= 6 = 6 = 9.875.

Ta < Tg < T
9.871 < 9.872 < 9.873 < 9.875

< Tg

y que la media arménica es la menos afectada por el valor demasiado alto, mientras que la cuadrética es

la mas sensible a dicho nuimero.

3.1.3. Mediana

Una medida de centralizacién importante es la mediana M,.. Se define ésta como una medida central

tal que, con los datos ordenados de menor a mayor, el 50 % de los datos son inferiores a su valor y el 50 %

de los datos tienen valores superiores. Es decir, la mediana divide en dos partes iguales la distribucion de

frecuencias o, graficamente, divide el histograma en dos partes de dreas iguales. Vamos a distinguir diversos

casos para su célculo:

1. Supongamos en primer lugar que los diferentes valores de la variable no aparecen, en general, repetidos.

En este caso, y suponiendo que tenemos los datos ordenados, la mediana sera el valor central, si N is

impar, o la media aritmética de los dos valores centrales, si N es par. Por ejemplo, si x = 1,4,6,7,9,
la mediana serfa 6. Por otro lado, si © = 1,4, 6,7 la mediana es M, = (4 +6)/2 = 5.

Ejemplo 1-8 (Continuacion.)

Para el ejemplo de las medidas de la gravedad, como el nimero de datos es par (N = 6), se situard entre

los dos centrales (media aritmética)

9.77/9.78/9.80/ * /9.81/9.83/10.25

9.80 + 9.81

M. =
2

= 9.805

Nétese que no depende tanto del valor extremo. Es una medida ma&s robusta. Comparese con el valor

T = 9.873 calculado anteriormente.

2. En el caso de que tengamos una variable discreta con valores repetidos sobre la cual hemos elaborado

una tabla de frecuencias se calcula en primer lugar el nimero de observaciones N dividido entre 2.

Podemos distinguir entonces dos casos. El primero de ellos es cuando dicho valor N/2 coincide con

la frecuencia absoluta acumulada N; de un valor x; de la variable (o, lo que es lo mismo, cuando la

frecuencia relativa acumulada F; = 0.5). En este caso la mediana se ha de situar entre este valor de

la variable y el siguiente ya que de esta forma dividird la distribucién de frecuencias en 2. Es decir, se

calcula como la media aritmética de dicho valor de la variable y su superior
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Figura 3.1: Interpolacién en el poligono de frecuencias para determinar la mediana en el caso de que N/2 no coincida

con ninguna frecuencia acumulada Nj.

Si N/2 no coincidiese con ningin valor de la columna de frecuencias acumuladas (como suele ocurrir)

la mediana serfa el primer valor de x; con frecuencia absoluta acumulada N; mayor que N/2, ya que

el valor central de la distribucién corresponderia a una de las medidas englobadas en ese x;.

Ejemplo I-5 (Continuacion.)

Usando los datos del nimero de hijos del ejemplo I-5, tenemos

T

N;

[ O R R

6
13
17
19
20

N;

T = W N =

6
10
15
17
20

1-1-1-1-1-1-2-2-22 222 3333445
N/2 =10

La mediana sera el primer valor de x; con frecuencia absoluta acumulada N; > 10, es

decir
Me = T2 = 2.
Modificando la tabla de datos para estar en el otro caso mencionado

O, BOW N B RN
N/2 =10 = No,

entonces

Me:fl?2+£62+1 :2+3:

2.5.
2 2

3. Supongamos ahora que tenemos una muestra de una variable continua cuyos valores estan agrupados

en intervalos de clase. En este caso pueden ocurrir dos situaciones. En primer lugar, si N/2 coincide

con la frecuencia absoluta acumulada N; de un intervalo (a;, aj4+1) (con marca de clase ¢;), la mediana

serd sencillamente el extremo superior a;y; de ese intervalo. En el caso general de que ninguna fre-

cuencia absoluta acumulada coincida con N/2 serd necesario interpolar en el poligono de frecuencias

acumuladas (Fig. 3.1). Supongamos que el valor N/2 se encuentra entre las frecuencias N;_1 y Nj,

correspondientes a los intervalos (aj_1,a;) y (a;, aj+1) respectivamente, la mediana se situard en algin

lugar del intervalo superior (a;, aj4+1). Para calcular el valor exacto se interpola segin se observa en la

Figura 3.1
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Ejemplo 1-6 (Continuacion.)

Volviendo de nuevo a las medidas agrupadas del ejemplo -6, podemos calcular la mediana recordando el

agrupamiento en intervalos que realizamos en su momento.

Gi—Qit1 n; | NV;

7.405—8.105 7 7 N/2 =10.5 # N;

8.105—8.805 9 | 16 (N1 =7) < (N/2=10.5) < (N2 = 16)
8.805—9.505 2 | 18 La mediana se situara entonces en el intervalo 8.105—8.805,
9.505—10.205 2 | 20 8.105 < M. < 8.805.
10.205—10.905 1 21

M = a; + ]\]/2;7;\]3;1(%41 —a;) =az+ 710'57; il (a3 — az) =
105 -7

= 8.105 + T(8.805 — 8.105) = 8.105 + 0.388 x 0.7 = 8.38.

Comparese este resultado con T = 8.52.

En comparacion con la media aritmética la mediana, como medida de centralizacion, tiene propiedades
muy distintas, presentando sus ventajas e inconvenientes. Por un lado, la mayor ventaja de la media es
que se utiliza toda la informacién de la distribucién de frecuencias (todos los valores particulares de la
variable), en contraste con la mediana, que solo utiliza el orden en que se distribuyen los valores. Podria pues
considerarse, desde este punto de vista, que la media aritmética es una medida mas fiable del valor central
de los datos. Sin embargo, como hemos visto anteriormente, la media es muy poco robusta, en el sentido
de que es muy sensible a valores extremos de la variable y, por lo tanto, a posibles errores en las medidas.
La mediana, por otro lado, es una medida robusta, siendo muy insensible a valores que se desvien mucho.
Por ejemplo, supongamos que la variable x toma los valores x = 2,4,5,7,8, la media y la mediana serian
en este caso muy parecidas (T = 5.2, M, = 5). Pero si sustituimos el tltimo valor 8 por 30, la nueva media
se ve muy afectada (T = 9.6), no siendo en absoluto una medida de la tendencia central, mientras que el
valor de la mediana no cambia (M, = 5). Podriamos poner como contraejemplo el caso de las longitudes
de barras (en cm) inicialmente idénticas calentadas a temperaturas desconocidas en distintos recipientes:
1.80/1.82/1.85/1.90/2.00, cuya media y mediana son T = 1.874 y M, = 1.85. Si la temperatura de uno de
esos recipientes varia, y la longitud mayor aumenta de 2.00 a 2.20 cm, la mediana no varia, pero la media

pasa a T = 1.914 y nos informa del cambio.

En general, 1o mejor es considerar media aritmética y mediana como medidas complementarias. Es mas,

la comparacién de sus valores puede suministrar informacién muy til sobre la distribucién de los datos.

3.1.4. Moda

Se define la moda M, de una muestra como aquel valor de la variable que tiene una frecuencia maxima.
En otras palabras, es el valor que més se repite. Hay que indicar que puede suceder que la moda no sea unica,
es decir que aparezcan varios méaximos en la distribucién de frecuencias. En ese caso diremos que tenemos
una distribucion bimodal, trimodal, etc. Evidentemente, en el caso de una variable discreta que no toma
valores repetidos, la moda no tiene sentido. Cuando si exiten valores repetidos su calculo es directo ya que

puede leerse directamente de la tabla de distribucién de frecuencias.
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16 M =8.38
Mo M =8.26 x=8.52
¢ s 1
n. [
] 5 h.12 - n
1 1 854
D1 - 10 -
8 | - 6
6 -1 4
4 |
g+ 5 1 2
]
7405 8.105 8.805 9.505 10.205 10.905
qj-1 8; Aj41 j+2 ;

Figura 3.2: Determinacién de la moda utilizando las diferencias de frecuencias entre el intervalo modal y los adya-

centes. Histograma con datos del ejemplo I-6 (también ejemplo I-2), y localizacién de la media, mediana y moda.

Ejemplo I-5 (Continuacion.)

Consideremos de nuevo el caso del niimero de hijos por familia.

i | ng fi N; F;

1 6 0.30 6 0.30
2 7 1 035 | 13 | 0.65
3 4 1020 | 17 | 0.85
4 2 0.10 | 19 | 0.95
5 1 | 0.05 | 20 | 1.00

El valor que méas se repite es 2 hijos, que ocurre en siete
familias de la muestra (n; = 7). La moda es por tanto M, = 2

y en este caso coincide con la mediana.

En el caso de variables continuas agrupadas en intervalos de clase existird un intervalo en el que la

frecuencia sea méxima, llamado intervalo modal. Es posible asociar la moda a un valor determinado de la

variable dentro de dicho intervalo modal. Para ello supongamos que sea (a;,a;+1) el intervalo con frecuencia

méaxima n;. Si nj_1 y nj4+1 son las frecuencias de los intervalos anterior y posterior al modal, definimos

0 =mn; —nj_1y 62 =nj —njp1 (ver el histograma de la Figura 3.2). En este caso, el valor exacto de la

moda se puede calcular como

3y
Mo = aj 4 5, (e = )

(ver demostracién en el libro de Quesada). Es decir, la moda estard mds préxima a a; cuanto menor sea la

diferencia de frecuencias con el intervalo anterior, y al revés. Si, por ejemplo, n;_1 = n; (61 = 0), la moda

serd efectivamente a;. Por el contrario si nj11 = n; (d2 = 0) la moda serd a;+1, estando situada entre dos

intervalos.
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Ejemplo 1-6 (Continuacion.)

Para el caso de las medidas de la paralaje solar (ejemplo -6), se estudia el intervalo con frecuencia maxima

(intervalo modal) que en este caso es (aj,aj+1) = (8.105 , 8.805),

Qi—@it1 Ci N
7.405—8.105 7.755
8.105—8.805 8.455 | 9 «
8.805—9.505 9.155
9.505—10.205 9.855 | 2

10.205—10.905 | 10.555 | 1

1=2; mji—1 =7 m; =9 mnjr1=2

61:nj—nj,1:9—7:2

52:71j—n]‘+1:9—2:7

01 2
M,=a; + ———(a;+1 —a;) = 8.105 + ——(8.805 — 8.105) = 8.26.
a; 61 52 (a’3+1 a’J) 2 7( )

En el caso de que tuviésemos una distribucion perfectamente simétrica, las tres medidas de centralizacion
media aritmética, mediana y moda coincidirian en el mismo valor. Sin embargo, cuando la distribuciéon de
las medidas es claramente asimétrica las posiciones relativas entre las tres medidas suelen ser tipicamente
como se representa en el poligono de frecuencias de la Figura 3.2. Es decir, la mediana se suele situar entre

la moda y la media.

3.1.5. Cuartiles, deciles y percentiles

Vamos a generalizar ahora el concepto de mediana. Vimos que ésta era el valor de la variable que dividia
a la muestra (ordenada) en dos mitades iguales. Definimos ahora los cuartiles como los tres valores que
divididen la muestra en cuatro partes iguales. Asi el primer cuartil Q1,4 serd la medida tal que el 25% de
los datos sean inferiores a su valor y el 75% de los datos sean superiores. El segundo cuartil ()1, coincide
con la mediana, mientras que el tercer cuartil Q3,4 marcard el valor tal que las tres cuartas partes de las
observaciones sean inferiores a él y una cuarta parte sea superior. La forma de calcular los cuartiles es igual

a la ya vista para la mediana pero sustituyendo N/2 por N/4y 3N/4 para Q1,4 y Q3,4 respectivamente.

Ejemplo I-5 (Continuacion.)

En el ejemplo del numero de hijos de una muestra de 20 familias tenemos
z; | N;
1 6 1-1-1-1-1 — 12222 — 22233 — 33445
2 13 N/4=20/4=5=Qiu=1
3 | 17 N/2=20/2=10= Qq/2 = M. =2
4 | 19 3X N/4=15= Q34 =3
5 | 20

Ejemplo I-6 (Continuacion.)

En el caso de las medidas agrupadas en intervalos de clase se trabaja igual que para determinar la mediana.

i—Qit1 n; | V;
74058105 | 7} 7 N/4=525<7 3xN/A=15.75< 16
8.1058.805 9 16 Q1/4 se sitia en el primer intervalo 7.405—8.105.
8.8059.505 2 = Q3/4 se sitlda en el segundo intervalo 8.105—8.805.
9.505—10.205 2 20
10.205—10.905 1 21
N/4 — N,;_ 25 —
Qija=a; + %(aﬁl —a;) = 7.405 + WM =17.93.
J
N/4 — N,_ 75 —
Qs/a = a; + 3X/—_“(aj+1 —a;) =8.105 + %0.7 = 8.79.

1
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De la misma forma podemos definir los deciles como aquellos valores de la variable que dividen la muestra,
ordenada, en 10 partes iguales. Estos valores, denotados por Dy, con k = 1,2,...,9, tienen entonces un valor
tal que el decil k—esimo deja por debajo de él al 10xk por ciento de los datos de la muestra. De la misma
manera se definen los percentiles, también llamados centiles, como aquellos valores P (con k = 1,2,...,99)
que dividen la muestra en 100 partes iguales. Es decir el percentil Py deja por debajo de él al k por ciento
de la muestra ordenada.

La forma de calcular deciles y percentiles es igual a la de la mediana y los cuartiles, sustituyendo N/2 por
la fraccién del namero total de datos correspondiente. Evidentemente algunos valores de cuartiles, deciles y

centiles coinciden, cumpliéndose por ejemplo

Pso = D5 = Q12 = M.

3.2. Medidas de dispersion
N

Las medidas de centralizacion vistas anteriormente reducen la informacién recogida de la muestra a un
solo valor. Sin embargo, dicho valor central, o medio, serd mas o menos representativo de los valores de la
muestra dependiendo de la dispersiéon que las medidas individuales tengan respecto a dicho centro. Para
analizar la representatividad de las medidas de centralizacion se definen las llamadas medidas de dispersion.
Estas nos indicardn la variabilidad de los datos en torno a su valor promedio, es decir si se encuentran muy o
poco esparcidos en torno a su centro. Se pueden definir entonces, diversas medidas de desviacién o dispersion,

siendo éstas fundamentales para la descripcién estadistica de la muestra.

3.2.1. Recorridos

Una evaluacién répida de la dispersién de los datos se puede realizar calculando el recorrido (también
llamado rango), o diferencia entre el valor mdximo y minimo que toma la variable estadistica. Con el fin de
eliminar la excesiva influencia de los valores extremos en el recorrido, se define el recorrido intercuartilico

como la diferencia entre el trecer y primer cuartil

R; = Q34 — Q14 (3.11)

Estd claro que este recorrido nos dara entonces el rango que ocupan el 50 % central de los datos. En ocasiones

se utiliza el recorrido semiintercuartilico, o mitad del recorrido intercuartilico

_ Q374 — Q14

Rsy 5

3.2.2. Desviacion media

Otra manera de estimar la dispersién de los valores de la muestra es comparar cada uno de éstos con
el valor de una medida de centralizacién. Una de las medidas de dispersién mas usada es la desviacion
media, también llamada con mas precisién desviacién media respecto a la media aritmética. Se define ésta
como la media aritmética de las diferencias absolutas entre los valores de la variable y la media aritmética

de la muestra. Suponiendo que en una muestra de tamano N los k distintos valores x; de la variable tengan
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frecuencias absolutas n;, la expresién de la desviacion media sera

Do K|z — T

7 ~ (3.12)

Evidentemente, en el caso de que la variable no tome valores repetidos, ni esté agrupada en intervalos, la

expresion anterior se simplifica a

D _Ei]il |z; — 7| 3.13
Hay que destacar la importancia de tomar valores absolutos de las desviaciones. Si no se hiciese asi unas
desviaciones se anularian con otras, alcanzando finalmente la desviacién media un valor de 0, debido a la

propiedad de la media aritmética vista en (3.5).

En ocasiones se define una desviacion media en términos de desviaciones absolutas en torno a una
medida de centralizacién diferente de la media aritmética. Cuando se utiliza la mediana se obtiene la llamada

desviaciéon media respecto a la mediana, definida como

k
D iz |Ti = Me|n;
N )

Dy, = (3.14)

Ejemplo I-5 (Continuacion.)

Calculemos el recorrido semiintercuartilico y las desviacién respecto a la media aritmética.

Q34— Q1a  3-1
R B = =1
kSI 2 ] 2
Do — Zl |£Cz — f|m _ Zl |£Cz — 2.25|ni — 0.995
v N 20 '

Ejemplo I-6 (Continuacion.)

Calculemos el recorrido semiintercuartilico y las desviacién respecto a la media aritmética.

_ Q3a—CQijs _ 879-793

= = 0.4
Rsy 2 5 0.43

_ ZI; |$1 —E|ni _ Zi’ |$1 — 8.52|m
- N N 21

D = 0.57

3.2.3. Varianza y desviacién tipica

Sin lugar a dudas la medida méas usada para estimar la dispersion de los datos es la desviacion tipica.
Esta es especialmente aconsejable cuando se usa la media artimética como medida de tendencia central. Al
igual que la desviacién media, estd basada en un valor promedio de las desviaciones respecto a la media.
En este caso, en vez de tomar valores absolutos de las desviaciones, para evitar asi que se compensen
desviaciones positivas y negativas, se usan los cuadrados de las desviaciones. Esto hace ademés que los datos
con desviaciones grandes influyan mucho en el resultado final. Se define entonces la varianza de una muestra
con datos repetidos como

A G

5?2 = l:1N — . (3.15)

Evidentemente la varianza no tiene las mismas unidades que los datos de la muestra. Para conseguir las
mismas unidades se define la desviacién tipica (algunas veces llamada desviacién estdndar) como la raiz

cuadrada de la varianza

s=vs2= \/Z?—lgi__f)%. (3.16)
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En el caso de que los datos no se repitan, estas definiciones se simplifican a

2 _ sz\il(xl —-7)°

N (3.17)

En muchas ocasiones se definen varianza y desviacién tipica utilizando N en vez de N — 1 en el denomi-
nador, representando entonces la varianza una verdadera media aritmética del cuadrado de las desviaciones.
Esté claro que ambas definiciones llevan a valores muy parecidos cuando N es grande. El motivo de haber
optado aqui por la definicion con N — 1 es que ésta da una mejor estimacion de la dispersion de los datos.
Téngase en cuenta que como la suma de las desviaciones z; — T es siempre 0 (ver (3.5)), la desviacién del
dltimo dato puede calcularse una vez que se conozcan las N — 1 anteriores. Es decir, sélo se tienen N — 1
desviaciones independientes (se dice que el sistema tiene N — 1 grados de libertad) y se promedia entonces
dividiendo por N —1, ya que no tiene mucho sentido promediar /N ntimeros no independientes. Notesé ademas
que cuando solo se tiene un dato (N = 1), en el caso de la definicién con N en el denominador se obtendria
una varianza 0, que no tiene mucho sentido, mientras que en la definicién con N — 1 la varianza estaria
indeterminada. En cualquier caso, siempre se puede obtener una desviacién tipica a partir de la otra multi-
plicando (o dividiendo) por /(N —1)/N

Z;C: (x; —T)?n; [N -1 Zf: (x; —T)2n,
\/ N VN \/ N1

La expresion (3.15) no es muy comoda para calcular la desviacién tipica de forma rdpida. A efectos

préacticos, dicha expresién se puede transformar en otra més facil de aplicar
k — — _
E Sl —T)Png Y atng — 23 xTn + YT
N -1 N -1

Y ain, —2TY ain; + NT°
B N-1 ’

donde se ha usado que Ele n; = N. Utilizando ahora la expresién (3.2) para la media

2 Saing — 2% Saimg > xing + %(Z xin;)? B Zle x?n; — %(Zle xin;)?

N -1 N -1

S

La expresion anterior es mas facil de aplicar ya que bastard con calcular los sumatorios de los datos al

cuadrado y de los datos, habiéndose calculado ya este tltimo para la media.

Ejemplo I-5 (Continuacion.)

En el caso de una variable discreta

xT; n T; X Ny LEZZ X Nng
5 9 5 2
1 |6 6 6 2 2% mi— 5 (3 @)
2 7 14 28 20-1
127 — L 452
3 4 12 36 2o 12T 5" o
4 2 8 32 19
s L e s =/1.355 = 1.16
Total | 20 45 127
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Ejemplo 1-6 (Continuacion.)

En el caso de datos agrupados en intervalos de clase

ci ni | ci X n; e X n §% = C ni — 20 21 ci ni)?
7755 | 7 | 54.285 | 420.980 -1
8455 | 9 | 76.095 | 643.383 o 1537641 — 5;178.955°
9.155 | 2 | 18.310 | 167.628 20
9.855 2 19.710 194.242 0.632 = 0.795
10.555 1 10.555 111.408
Total | 21 | 178.955 | 1537.641 (sin agrupar en intervalos se obtiene s = 0.900)

En cuanto a las propiedades de la desviacién tipica, es facil ver que ésta sera siempre positiva y sélo
tendrd un valor nulo cuando todas las observaciones coincidan con el valor de la media. Adem4s, si se define

la desviacion cuadratica respecto a un promedio a como

k
D? — Doica (@i — a)zni
N -1 '

Se puede demostrar que dicha desviacién cuadritica serd minima cuando a = T. Es decir, la varianza (y,
por tanto, la desviacién tipica) es la minima desviacién cuadrética. Para demostrarlo derivamos la expresion
anterior respecto a a, e igualamos la derivada a 0 (condicién necesaria para que D? sea minimo)

oD? =23 (x; — a)n;

=0=
Oa N -1

= Z(Ii—a)ni:() = in”i—aznizo
= inni—aN:O = a:%:j,

como queriamos demostrar. Esta propiedad le da ademés més sentido a la definicién de la desviacién tipica.

Hay que indicar que la desviacion tipica no es una medida robusta de la dispersiéon. El hecho de que
se calcule evaluando los cuadrados de las desviaciones hace que sea muy sensible a observaciones extremas,
bastante més que la desviacién media (dado que aparece un cuadrado). En definitiva, la desviacién tipica no es
una buena medida de dispersiéon cuando se tiene algtin dato muy alejado de la media. El rango intercuartilico
nos daria en ese caso una idea més aproximada de cudl es la dispersién de los datos. El que la desviacién
tipica sea la medida de dispersién mas comin se debe a su intima conexién con la distribucién normal, como

se verd en sucesivos capitulos.

En la discusiéon sobre la media artimética se vié cémo su célculo se podia simplificar a veces si se realizaba
una transformacién lineal de la variable z a una nueva variable y, definida en (3.6). En este caso, existe una

relacién muy sencilla entre las desviaciones tipicas (s, y s,) de ambas variables, ya que

su#zﬁifl - JRletbe o b :\/bzzm—f)?

N -1

De esta forma, una vez calculada la desviacién tipica de y, se puede evaluar la de x haciendo

s
Sy = 2.

b

Se demuestra asi ademds que, aunque la desviacién tipica depende de la unidades elegidas (a través de b),

es independiente de un cambio de origen (dado por a).
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Ejemplo I-8 (Continuacion.)

En el ejemplo de las medidas con el péndulo simple, ya vimos que para el calculo de la media aritmética

efectudbamos un cambio de variable y = a + b x = —980 + 100 =.
- ” 2 o1z —T)? 2 Sy — 7)?
: - *T T N-1 ’ VT TON-1
9.77 -3 .
i — 7.33)°

9.78 | —2 §2 = 2y (y: —733)° - " susor
9.80 0
9.81 | +1 = 5, = V/345.07 = 18.58
9.83 +3
10.25 | +45 _ Sy _ 1838 . 2

So b 100 0.186 m/s”.

Nétese que es mucho mayor que la desviacién media Dz = 0.125. La desviacién tipica es poco robusta y

fuertemente dependiente de los valores extremos.

3.2.4. Coeficientes de variacion

Un problema que plantean las medidas de dispersion vistas es que vienen expresadas en las unidades en
que se ha medido la variable. Es decir, son medidas absolutos y con el inico dato de su valor no es posible
decir si tenemos una dispersién importante o no. Para solucionar ésto, se definen unas medidas de dispersién
relativas, independientes de la unidades usadas. Estas dispersiones relativas van a permitir ademéas comparar
la dispersién entre diferentes muestras (con unidades diferentes). Entre estas medidas hay que destacar el
coeficiente de variacion de Pearson, definido como el cociente entre la desviacién tipica y la media
artimética

CV = (3.18)

8| ®

Notese que este coeficiente no se puede calcular cuando T = 0. Normalmente C'V se expresa en porcentaje,

multiplicando su valor por 100. Evidentemente, cuanto mayor sea C'V, mayor dispersiéon tendran los datos.

Ejemplo I-* (Continuacion.)

Calculemos el coeficiente de variacién de los ejemplos anteriores.
Ejemplo I-5: CV = s/|z| = 1.16/2.25 = 0.516 52 %.
Ejemplo I-6: C'V = s/|z| = 0.795/8.52 = 0.093 9%.

Ejemplo I-8: CV = /|7 = 0.186/9.873 = 0.019  2%.

Asi mismo se pueden definir otras medidas de dispersién relativas, como el coeficiente de variaciéon
media. Este es similar al coeficiente de variacién de Pearson, pero empleando una desviacion media en vez
de la media artimética. Se tienen entonces dos coeficientes de variacién media dependiendo de que se calcule
respecto a la desviacién media respecto a la media artimética o respecto a la mediana

Dz Dy,

CVMz == ) = .
7| | M|

(3.19)

3.3. Momentos
B

Algunas de las definiciones vistas hasta ahora, como la de la media aritmética y la varianza, son en

realidad casos particulares de una definicién mads general. Si tenemos una muestra de la variable estadistica
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x, la cual toma los valores x1, s, ...,z con frecuencias absolutas ny,na, ..., ng, se define el momento de

orden r respecto al parametro ¢ como

S (i =)'y

M, (c) = N

(3.20)

3.3.1. Momentos respecto al origen

Un caso particular especialmente interesante de la definicién de momento es cuando ¢ = 0. De esta forma

se define el momento de orden r respecto al origen como

Zkfl Tini
. (3.21)

Ay =

Los momentos respecto al origen suministran entonces medidas de tendencia central. Es facil ver que los

primeros momentos respecto al origen son

k
D1 M

k k 2
Zi:l Tin; Zi:1 Tili _ 72
N

=1 ; a= N =T ; a2= N

apg =
Es decir, la media artimética es el momento de primer orden respecto al origen.

3.3.2. Momentos respecto a la media

De la misma manera, se pueden obtener medidas de dispersién sustituyendo ¢ por la media artimética

en la definicién de momento. Se tiene asi los momentos de orden r respecto a la media

YR
_ 1 N , (3.22)

donde los primeros momentos son entonces

k k _
Zi:1 U2 Zi:l (z; —T)n;

mo= S =1y = SN,

k —\2
q(x; — i N-—-1
my = EZ*I (i —7)"n = s2.

N N

El momento de orden 1 se anula por la propiedad de la media aritmética expresada en (3.5). Puede observarse

que el momento de orden 2 respecto a la media es, aproximadamente, la varianza.

3.4. Asimetria y curtosis
I

La descripcion estadistica de una muestra de datos no concluye con el calculo de su tendencia central y
su dispersiéon. Para dar una descripciéon completa es necesario estudiar también el grado de simetria de los

datos respecto a su medida central y la concentracién de los datos alrededor de dicho valor.

3.4.1. Coeficientes de asimetria

Se dice que una distribucién de medidas es simétrica cuando valores de la variable equidistantes, a
uno y otro lado, del valor central tienen la misma frecuencia. Es decir, en este caso tendremos simetria en

el histograma (o en el diagrama de barras) alrededor de una vertical trazada por el punto central. En el
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Figura 3.3: Distribucidén con asimetria hacia la derecha, positiva, (panel a), simétrica (panel b) y con asimetria hacia

la izquierda, negativa (panel c).

caso de una distribucién perfectamente simétrica los valores de media artimética, mediana y moda coinciden
(= M, = M,).

En el caso de no tener simetria, diremos que tenemos asimetria a la derecha (o positiva) o a la izquierda
(o negativa) dependiendo de que el histograma muestre una cola de medidas hacia valores altos o bajos de
la variable respectivamente. También se puede decir que la distribucién estd sesgada a la derecha (sesgo
positivo) o a la izquierda (sesgo negativo). En el caso de una distribucién asimétrica, la media, mediana y
moda no coinciden, siendo T > M, > M, para una asimetria positiva y T < M, < M, para una asimetria
negativa (ver Figura 3.3).

Con el fin de cuantificar el grado de asimetria de una distribucién se pueden definir los coeficientes de

asimetria. Aunque no son los Unicos, existen dos coeficientes principales:

= Coeficiente de asimetria de Fisher. Se define como el cociente entre el momento de orden 3 respecto

a la media y el cubo de la desviacion tipica

Zf:l (zi —T)°n,

¥ (3.23)

g1 = — donde ms =
s

En el caso una distribucién simétrica, las desviaciones respecto a la media se anulardn (puesto que
en mg el exponente es impar se sumaran nimeros positivos y negativos) y el coeficiente de asimetria
serd nulo (g1 = 0). En caso contrario, g; tendréd valores positivos para una asimetria positiva (a la
derecha) y negativos cuando la asimetria sea en el otro sentido. Hay que indicar que la divisién por el
cubo de la desviacién tipica se hace para que el coeficiente sea adimensional y, por lo tanto, comparable

entre diferentes muestras.

= Coeficiente de asimetria de Pearson. Este coeficiente, también adimensional, se define como

Ap = T Mo (3.24)
S

Su interpretacion es similar a la del coeficiente de Fisher, siendo nulo para una distribucién simétrica

(en ese caso media y moda coinciden) y tanto mds positivo, o negativo, cuando mas sesgada esté la

EsTapisTicA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



3.4 Asimetria y curtosis 37

g5>3

g£5<3

Figura 3.4: Distribuciones con diferente grado de apuntamiento: leptocirtica (g2 > 3), mesoctrtica (g2 = 3) y

platicirtica (g2 < 3).

distribucién hacia la derecha, o hacia la izquierda.

Ejemplo I-* (Continuacion.)

Calculemos los coeficientes de asimetria en los ejemplos anteriores.

Ejemplo T s M, ms g1 = mg/s3 Ap = (T —M,)/s
I-5 2.25 | 1.16 2 1.06 | 0.68 (positiva) 0.22
1-6 8.52 | 0.80 | 8.26 | 0.50 | 0.98 (positiva) 0.325

3.4.2. Coeficiente de curtosis

Ademsds de la simetria, otra caracteristica importante de la forma en que se distribuyen los datos de la
muestra es como es el agrupamiento en torno al valor central. Como se observa en la Figura 13, los datos
se pueden distribuir de forma que tengamos un gran apuntamiento (o pico en el histograma) alrededor del
valor central, en cuyo caso diremos que tenemos una distribucién leptocirtica, o en el extremo contrario,
el histograma puede ser muy aplanado, lo que corresponde a una distribucion platictrtica. En el caso inter-
medio, diremos que la distribucién es mesocurtica y el agrupamiento corresponderd al de una distribucién
llamada normal, o en forma de campana de Gauss.

Esta caracteristica del agrupamiento de los datos se denomina curtosis y para cuantificarla se define el
coeficiente de curtosis como el cociente entre el momento de cuarto orden respecto a la media y la cuarta

potencia de la desviacién tipica

g2=—  donde  my= (3.25)
S

Este coeficiente adimensional alcanza valores mayores cuanto méas puntiaguda es la distribucién, teniendo
un valor de 3 para la distribucién mesoctrtica (o normal), mayor que 3 para la leptocirtica y menor para la

platicirtica (ver Figura 3.4).
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Capitulo 4

Variables estadisticas bidimensionales

“Soliamos pensar que si sabiamos lo que significaba uno, sabriamos lo que es dos,
porque uno y uno son dos. Ahora descubrimos que primero debemos aprender

mucho mas sobre lo que significa y."

Sir Arthur Eddington (1882-1944)

Diremos que tenemos una muestra estadistica bidimensional cuando sobre cada elemento de la muestra
se realiza la observacién simultanea de dos caracteres. Por ejemplo, una muestra bidimensional seria una
serie de datos sobre altura y presién atmosférica, o la edad y el peso de un grupo de individuos. Tendremos
en este caso una variable estadistica bidimensional, representada por la pareja de simbolos (x,y) y
que en general, para una muestra de N elementos, podrd tomar los valores (z1,y1), (z2,y2),- .-, (N, YN).
Evidentemente, los caracteres representados por las variables x e y no tienen porqué ser del mismo tipo,
pudiendo ser cada uno de ellos de tipo cuantitativo o cualitativo. Ademaés en el caso de ser ambas variables
cuantitativas (caso en el que nos concentraremos en nuestro andlisis) cada una de ellas podré ser continua o
discreta. En este capitulo se describird en primer lugar cémo se puede estudiar la distribucién de frecuencias
de una variable bidimensional. En el Tema V se abordaré el estudio de como se pueden analizar las posibles
relaciones entre los dos caracteres de una variable bidimensional. Hay que indicar que el estudio de las
variables bidimensionales es un caso particular del de las variables n-dimensionales, el cual se puede abordar

con facilidad generalizando el primero.

4.1. Distribuciones de frecuencias de una variable bidimensional
B

De la misma manera que el analisis de la distribuciéon de frecuencias de una variable unidimensional
constituye un primer paso para la descripcién estadistica de la muestra, el estudio de la distribucién de
frecuencias de una variable bidimensional es de gran utilidad. Evidentemente este estudio solo tendré sentido
cuando tratemos con una variable discreta en la que haya repeticion de valores o una variable continua

agrupada en intervalos.

4.1.1. Tabla de frecuencias de doble entrada

Al igual que en el caso unidimensional, el primer paso para el estudio de la distribucién de frecuencias es
la construccion de una tabla de frecuencias. Supongamos que tenemos N pares de medidas de una variable
bidimensional (z,y). Diremos que dos pares de medidas serdn iguales (o estardn repetidos) cuando coincidan

ambas componentes. Supongamos que x puede tomar los k valores distintos 1, xo,...,Zk, y que y puede
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tomar los [ valores diferentes yi,yo, ...

, Y1, donde k no tiene porqué ser igual a [. Para construir la tabla

de frecuencias habra que contabilizar el nimero de veces que cada par distinto de la variable bidimensional

aparece repetido, ordenandose dichos valores en la llamada tabla de frecuencias de doble entrada, donde

en ordenadas se escriben los diferentes valores de x y en abcisas los valores de y:

LNyl o [we Lo [ [ o [ [ o [[Suma
T Nt | 12 | M3 | = | N1y nu Ngy
Z2 N21 | N2 | N23 | -+ | N2y N2y Ny
zs3 n31 | N32 | N33 | -+ | N3j n3y Ngy
L N1 zy i3 | Mgy nj Ny,
Tk Nk1 | Mkg2 | Nk3 | Ny Tkl TNy,

‘ Suma H Ny, ‘ Ny, | Mys . ‘ Ny, ‘ ‘ Ny, H N ‘

En esta tabla n;; es la frecuencia absoluta, o nimero de veces que se repite el par (z;,y,). De la misma

forma se podria construir una tabla de frecuencias relativas escribiendo los valores f;;, definidos como

Al igual que ocurria en las variables unidimensionales se cumplen las propiedades

]
fZ]_N'
kol
E E nij = N,
i=1 j=1

k

kol Elo TR
DT DI T
i=1 j=1 i=1 j=1

!
Zj:l Nij

N

=1

La tabla anterior se puede construir de la misma manera en el caso de que uno o los dos caracteres = e

y correspondan a datos agrupados en intervalos.

Ejemplo I-9 Se tienen los siguientes datos para las alturas z; (en m) y pesos y; (en kg):

(1.64,64) (L.76,77) (1.79,82) (1.65,62) (1.68,71
(1.65,72)  (1.86,85) (1.82,68) (1.73,72) (1.75,75
(1.59,81) (1.87,88) (1.73,72) (1.57,71) (1.63,74
(1.71,69) (1.68,81) (1.73,67) (1.53,65) (1.82,73
Generamos la tabla de frecuencias de doble entrada agrupando los datos.
i \ Yj 60-70 | 70-80 | 80-90 | ma;
1.50-1.60 1 1 1 3
1.60-1.70 2 3 1
1.70-1.80 2 4 1
1.80-1.90 1 1 2
Ny, 6 9 5 20
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4.1.2. Distribuciones marginales

A veces es interesante analizar cudntas veces se repite un cierto valor de x sin tener en cuenta para nada a

los posibles valores de y, o viceversa. Para estudiar cada una de las componentes de la variable bidimensional

aisladamente de la otra se definen las frecuencias marginales n,, y n,, como

l k
Ng; = § Nij ) Ny; = E :nw
j=1 i=1

(4.1)

De esta forma, n,, representa el nimero de veces que x toma el valor z;, independientemente de los posibles

valores de y, y lo mismo para n,,. A la distribucién formada por los diferentes valores de x y sus frecuencias

marginales se le llama distribucién marginal de z. Normalmente las frecuencias marginales de = e y se

escriben respectivamente en la tdltima columna y fila de la tabla de frecuencias de doble entrada. Su calculo

es muy sencillo ya que basta con sumar los correspondientes valores de cada fila y columna.

De la misma manera se pueden definir las frecuencias relativas marginales como

Algunas propiedades evidentes son

2 _
Sy =

T

fzi =

Ny,

N

k
g Ng, =N
i=1

k
=1

Para caracterizar estas distribuciones marginales se pueden definir sus medias y varianzas como

Ef:l LT,

N

Ef:l (z; — E)ani

N -1

l
) — Zj:l YTy,
’ Y N :

l —
&2 > =1y — 7)°ny,

: v N1

v las desviaciones tipicas serian las correspondientes raices cuadradas de las varianzas.

Hay que indicar que al evaluar las frecuencias marginales se estd perdiendo informacién, ya que se obvian

las distribuciones en la otra parte de la variable. Es mas, el anélisis de ambas distribuciones marginales no

proporciona tanta informacién como la tabla de frecuencias completa.

Ejemplo I-9 (Continuacion.) Calculemos las distribuciones marginales del ejemplo anterior. Determinamos las medias

y varianzas usando las marcas de clase.

455 @5 Nz,
1.50-1.60 | 1.55
1.60-1.70 | 1.65
1.70-1.80 | 1.75
1.80-1.90 | 1.85

Suma 20

L —3 l . —\2
. C;i — X Ny, =1 (@ Y Ny,
8o \/21_1(N 1) i _ 010 m ; sy = \/ZJI(]\; 1) Yj =7.6kg

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS
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22:1 G Ny,

=171 m

k .
Zi:l Ci N,
N

=745 kg

Y Cj Ny,
60-70 | 65
70-80 | 75
80-90 | 85
Suma 20
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4.1.3. Distribuciones condicionadas

En muchos casos es importante conocer la distribucion de la variable x para todos aquellos pares de datos
en los que la variable y toma un cierto valor y;. Es decir, al contrario que en las distribuciones marginales en
que no importaba el valor que tomase la otra variable, ahora se fija dicho valor. A este conjunto de valores
que puede tomar la variable x para un cierto valor y; de y se le llama distribucién de = condicionada
a y =y, y las correspondientes frecuencias absolutas se representan por n(z;|y = y,), cuyo significado es,
entonces, el nimero de veces que aparece repetido el valor x; entre aquellos pares de datos que tienen y = y;.
De la misma forma se puede definir la distribuciéon de y condicionada a =z = z;. Los valores de estas
frecuencias absolutas condicionadas pueden extraerse directamente de la tabla de doble entrada ya que es
claro que

n(z;ly = y;) = nij : n(yjle = x;) = nij.

Es decir, la tabla de frecuencias para la distribucién de = condicionada a y = y; serfa:

z | n(zly=y;) | flzly=y;)
Z1 nij f1j
€2 n2; ,f2j
T nij fij
Tk Nk Jrj
Ny, 1

Para calcular las frecuencias relativas de z condicionadas a y = y; habra que dividir por el nimero de
datos que tienen y = y;, es decir por la frecuencia marginal de y; (n,,)

oo nmly=y)  ny oy yjle =) oy

Plaily = yj) = MEEEY) B0 g = gy = MRS

.

Ny, Ny Na; i

Como es facil de comprobar, se cumple que

> onlzily =w) =ny,

n(yj|'r = xl) = Ng;,

M-

i=1 j=1
k l
d flwly=y) =1 ; fyjle = i) = 1.
i=1 j=1
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41¢ up

a(m)

Figura 4.1: Diagrama tridimensional para la muestra de pesos y alturas del ejemplo I-9.

Ejemplo -9

(Continuacion.)

Distribuciones condicionadas en el ejemplo anterior. Calculamos la distribucién de x condicionada a

y; =(70-80) kg.

o n(z|y =(70-80) | f(z|y =(70-80)
1.50-1.60 1 0.11 (1/9)
1.60-1.70 3 0.33 (3/9)
1.70-1.80 4 0.44 (4/9)
1.80-1.90 1 0.11 (1/9)

Suma 9 = ny, 1

La distribucién de y condicionada a x;

4.1.4.

(1.70-1.80) sera:

Yy n(ylz =(1.70-1.80) | f(y|lz =(1.70-1.80)
60-70 2 0.29 (2/7)
70-80 4 0.57 (4/7)
80-90 1 0.14 (1/7)
Suma 7T =ng, 1

Representaciones graficas

Al igual que para las variables unidimensionales, existen diversas formas de representar graficamente los

datos de una muestra bidimensional de forma que se pueda obtener una idea rapida de cémo se distribuyen

los valores.

En el caso de variables discretas con repeticiones de valores y de datos agrupados en intervalos, los

diagramas mas usuales son los diagramas de barras e histogramas tridimensionales. Para ello se

dibuja en perspectiva un plano XY donde se marcan los valores de la variable y se levanta, en el caso del

diagrama de barras (para variables discretas), sobre cada par una barra de altura proporcional a la frecuencia

(ver Figura 4.1).

El histograma, para variables agrupadas en intervalos, se construye sustituyendo las barras por parale-
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Figura 4.2: Ejemplo de diagrama de dispersion.

lepipedos solapados. En general se hace que los volimenes de los paralelepipedos sean proporcionales a las
frecuencias de cada intervalo o, para intervalos de amplitud constante y de forma mas sencilla, con alturas
proporcionales a las frecuencias.

Cuando no existen apenas valores repetidos y no se hace agrupamiento por intervalos, la representacién
se hace sobre un diagrama de dispersién (ver Figura 4.2). Este diagrama bidimensional se construye
dibujando para cada par (z,y) un punto sobre un plano cartesiano. Como se verd posteriormente, este
diagrama permite examinar de forma répida si puede haber alguna relacién entre las dos partes de la variable

bidimensional.
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Capitulo 5

Leyes de probabilidad

“La vida es una escuela sobre probabilidad.”
Walter Bagehot (1826-1877)

El objetivo fundamental de la Estadistica es inferir las propiedades de una poblacién a partir de la
observacién de una muestra, o subconjunto, de ésta. La construccién y estudio de los modelos estadisticos
estan entonces intimamente ligados al célculo de probabilidades, a cuyas bases estdn dedicados este tema y

los tres siguientes.

5.1. Swucesos aleatorios
B

La teoria de la probabilidad surge para poder estudiar los, llamados, experimentos aleatorios. Se dice
que un experimento es aleatorio si puede dar lugar a varios resultados sin que se pueda predecir con certeza
el resultado concreto. Es decir, al repetir el experimento bajo condiciones similares se obtendran resultados
que, en general, seran diferentes. Un ejemplo de un experimento aleatorio puede ser la tirada de un dado, ya
que no se puede predecir el nimero que aparecera en su cara superior.

Al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio se le llama espacio muestral,
que representaremos por el simbolo S. Por ejemplo, en el lanzamiento del dado, el espacio muestral seria el
conjunto S = {1,2,3,4,5,6}. No siempre es posible describir el espacio muestral enumerando sus diferentes
elementos. A veces se define por medio de una condicién, o regla, que han de cumplir sus elementos (ej.
puntos que se sitdan en una circunferencia). Dependiendo del nimero de resultados posibles del experimento
aleatorio, el espacio muestral podrd ser: finito (ej. resultados de la tirada de un dado), infinito numerable
(cuando a cada elemento del espacio se le puede hacer corresponder un nimero entero sin limite, €j. vida en
anos de un componente electrénico), e infinito no numerable (ej. nimeros reales en el intervalo 0 — 1).

Se define un suceso como un subconjunto A del espacio muestral, es decir es un subconjunto de resultados
posibles. Los sucesos mas simples son los sucesos elementales, que consisten en un tinico punto del espacio
muestral. De forma maés exacta se puede definir los sucesos elementales de un experimento aleatorio como
aquellos sucesos que verifican: a) siempre ocurre alguno de ellos, y b) son mutuamente excluyentes. Por
ejemplo, obtener un 4 es un suceso elemental del experimento de lanzar un dado. Por otra parte, diremos
que un suceso es compuesto cuando, al contrario que con los sucesos elementales, puede ser descompuesto
en sucesos mas simples. Es decir, serian los sucesos construidos a partir de la unién de sucesos elementales.
Por ejemplo, en el experimento de lanzar el dado, al suceso compuesto A de obtener un ntmero par le

corresponde el siguiente conjunto de puntos del espacio muestral A = {2,4,6}.
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Existen dos sucesos particulares especialmente interesantes. El primero es el suceso imposible @, de-
finido como el subconjunto vacio del espacio muestral. Es decir, serd el suceso que no ocurrirda nunca. Por
otra parte, el propio espacio muestral también puede considerarse como un suceso. Serd el suceso seguro
S, que ocurrira siempre. Cuando un suceso no coincide ni con el suceso imposible ni con el seguro, diremos
que el suceso es probable.

Puesto que los sucesos aleatorios se definen como conjuntos, podemos definir entre ellos las mismas

operaciones que se realizan sobre los conjuntos abstractos. Se definen asi:

= La unién de dos sucesos A y B como el suceso, representado por A U B, que ocurrird siempre que

ocurra el suceso A o el suceso B.

= La interseccion de dos sucesos A y B como el suceso, representado por A N B, que ocurrira siempre

que ocurran simultaneamente los sucesos A y B.

= Dado un suceso A, llamaremos suceso complementario de A al suceso A’ que ocurriréd siempre que

no ocurra A. Evidentemente, se cumplen las propiedades
AUA =S ; AnA' =0 ; =0 ; 0 =8

= Diremos que dos sucesos A y B son incompatibles, o mutuamente excluyentes, si nunca pueden
ocurrir a la vez. Es decir cuando
ANB=0

= Dados dos sucesos A y B, diremos que A estd contenido en B, y lo representaremos por A C B, cuando
se cumpla que siempre que ocurre A ocurre a la vez B. Es evidente que para cualquier suceso A se
cumple
OCACS.

Ademsds, la unién e interseccién de sucesos cumplirdn las conocidas propiedades conmutativa, asociativa
y distributival. Podemos afirmar ademds que la clase formada por los sucesos de un experimento aleatorio
tiene estructura de dlgebra de Boole.

Para facilitar el estudio de los sucesos se pueden utilizar los conocidos diagramas de Venn (Figura 5.1),

donde el espacio muestral se representa por un rectangulo, y cada suceso como un recinto incluido en él.

IEn 4lgebra abstracta, un &lgebra booleana es una estructura algebraica (una coleccién de elementos y operaciones que
obedecen unos axiomas definidos) que engloban las propiedades esenciales de las operaciones légicas y de conjuntos. Especifi-
camente, se encarga de las operaciones de conjuntos denominadas interseccién, unién y complemento; y las operaciones logicas
AND, OR y NOT.

— Propiedad conmutativa: AUB=BUA; ANB=BNA

— Propiedad asociativa: AU(BUC)=(AUB)UC; AN(BNC)=(AnB)NC

— Propiedad distributiva: AN (BUC) =(ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AuB)N(AUC)

— Ley de Morgan #1: (AU B) = A’ N B’: lo opuesto a que al menos uno de los eventos ocurra es que no ocurra ninguno de
ellos.

— Ley de Morgan #2: (AN B)' = A’ U B’: ambos eventos no ocurren simultdneamente si al menos uno de ellos no ocurre.
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AuU B AnNnB A

Figura 5.1: Diagramas de Venn: este tipo de diagramas son ilustraciones utilizadas en el campo de las matematicas
conocido como Teoria de Conjuntos. Se emplean para mostrar las relaciones matematicas o Iégicas entre diferentes

conjuntos de cosas.

5.2. Definicién y propiedades de la probabilidad
I

5.2.1. Concepto clasico de probabilidad

El concepto de probabilidad surge para medir la certeza o incertidumbre de un suceso de un experimento
aleatorio. Histéricamente, la teoria de la probabilidad se desarrollé en primer lugar para encontrar estrategias
optimas para los juegos de azar, aunque, rapidamente, su utilidad desbordé este campo. Evidentemente, la
forma mas directa de saber la posibilidad de que ocurra un suceso en un experimento aleatorio es repetir
dicho experimento muchas veces. De esta forma, supongamos que se repita n veces el experimento y llamemos
na, o frecuencia absoluta de A, al nimero de veces en que ocurre el suceso A. Se puede definir entonces la
probabilidad P(A) del suceso A como

P(A) ~ Ym nA — Ym frecuencia absoluta del suceso A (5.1)

7 . . )
n—oo 1 n—oo numero de veces que se repite el experimento

es decir, P(A) es el limite cuando n tiende a infinito de la frecuencia relativa del suceso A. Puede observarse
que si el suceso ocurre siempre ng = n 'y P(A) = 1, y, al contrario, si el suceso no ocurre nunca, su
probabilidad P(A) = 0. De esta forma, la probabilidad de un suceso estard comprendida entre 0 y 1 (0 <

P(A) <1), y el suceso serd tanto mds probable cuanto mds se acerque a 1 su probabilidad.

El lanzamiento de la moneda al aire es cldsico. La probabilidad de obtener cara o cruz es P(A) = 1/2. En

1900 el estadistico Pearson realiz6 el experimento con un nimero total de lanzamientos de 24000 (tard6 unas
40 horas). Obtuvo un resultado de 12012 caras (y 11988 cruces). Esto significa P(A) = 12012/24000 =
0.5005 que es un valor muy préximo a la probabilidad teérica.

La definicién anterior implica, evidentemente, que hay que repetir un gran nimero de veces el experimento
para calcular la probabilidad de un suceso. Afortunadamente, el cdlculo de la probabilidad se puede simplificar
mucho en el caso en que todos los sucesos elementales sean equiprobables (es decir, sus frecuencias sean iguales
cuando el experimento se repite un gran nimero de veces). En este caso, la probabilidad de un suceso se
puede establecer a partir de la definicién, introducida por Laplace, segun la cual P(A) es el cociente entre el

numero a de casos favorables al suceso A (o ntmero de sucesos elementales en que se da A) y el ndmero N
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de casos posibles (o nimero de sucesos elementales del espacio muestral)

P(A) _ a _ casos favorables- (5.2)

N casos posibles

En particular, en este caso de sucesos equiprobables, la probabilidad de un suceso elemental serd: P(A) = %

Ejemplo I1-2 El lanzamiento de un dado no trucado supone que los sucesos son equiprobables. Asi la probabilidad

de obtener un 4 al lanzar un dado serd 1/6. Como ejemplo de un suceso compuesto, la probabilidad de
obtener un nimero par en dicho lanzamiento serd P(A) = 3/6 = 1/2, ya que hay tres casos favorables
{2,4,6} de seis posibles {1,2,3,4,5,6}.

A wveces sucesos que parecen equiprobables no lo son. Por ejemplo si se estudia una ruleta en parti-
cular durante el tiempo suficiente, se comprueba que no todos los niumeros son equiprobables. Esto es
debido a pequenas imperfecciones en la propia ruleta. Por esta causa los casinos no permiten la entrada a
los jugadores que anotan sistemdticamente los resultados de sus ruletas ya que éstos jugarian con ventaja
st conocieran bien su comportamiento.

5.2.2. Definicién axiomatica de la probabilidad

Las definiciones anteriores presentan serias dificultades: o bien se necesita repetir el experimento un
ntimero muy grande de veces, o se ha de estar seguro que todos los sucesos elementales son equiprobables (lo
cual no siempre es obvio). Por estos motivos se utiliza la siguiente definicién, més correcta, de probabilidad:

Dado un experimento aleatorio con un espacio muestral S y representando por A a un suceso, o sub-
conjunto, cualquiera del espacio muestral, se define la probabilidad P(A) como una funcién real que hace

corresponder a cada A un nimero real de forma que se cumplen los tres axiomas siguientes:

1. Para cada suceso A
P(4) > 0, (5.3)

es decir, la probabilidad de cualquier suceso es mayor o igual que cero.

2. Para el suceso seguro S
P(S)=1. (5.4)

3. Dados dos sucesos A y B incompatibles (AN B = )
P(AUB) = P(A) + P(B). (5.5)

Es decir, la probabilidad del suceso unién de dos incompatibles es la suma de las probabilidades de

ambos sucesos. Esto se puede generalizar a cualquier niimero de sucesos incompatibles

P(AjUAU...UA,U...)=P(A1)+P(As)+ ...+ P(A,) + ...

Estos axiomas constituyen la base sobre la que se puede construir toda la teoria del calculo de probabi-
lidades. Nétese que las propiedades anteriores son coherentes con la definicién de la probabilidad basada en

las frecuencias relativas de un gran nimero de experimentos.

5.2.3. Propiedades de la probabilidad

A partir de los axiomas anteriores se pueden deducir algunas propiedades importantes de la probabilidad.
Estas propiedades van a ser tutiles para calcular la probabilidad de sucesos a partir de las probabilidades
conocidas de otros sucesos mas sencillos, simplificando asi el cdlculo. Hay que indicar ademéas que estas

propiedades son consistentes con las propiedades de las frecuencias relativas.
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= Si A’ es el suceso complementario de A, entonces
P(A")=1-P(A). (5.6)

Efectivamente, puesto que AU A’ = S y teniendo en cuenta que A y su complementario son incompa-
tibles (AN A" = Q)
P(AUA") = P(S) = P(A)+ P(A) =1

Ejemplo I1-3 | En el caso del lanzamiento de un dado,

A: obtener un 6 P(A)=1/6
A’ quenosalgaun 6 P(A")=1-P(A)=1-(1/6) =5/6.
Lo que ya sabfamos ya que éste es el cociente entre casos favorables (5) y posibles (6).
= La probabilidad del suceso imposible es cero

P() = 0. (5.7)

Se demuestra a partir de la propiedad anterior y teniendo en cuenta que el suceso imposible es el

complementario del suceso seguro (@’ = S)

P@)=1-P(S)=1-1=0.

= A partir del primer axioma y la propiedad anterior, se puede ver que para cualquier suceso A

0<P(A) <1. (5.8)

= Si un suceso A estd contenido en otro B, se cumple (por definicién de un suceso contenido en otro)

AcB =  P(A)<P(B) (5.9)

= Si Ay B son dos sucesos cualesquiera, siempre se cumple
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (5.10)

En el caso particular de que los sucesos fuesen incompatibles (A N B = @) esta propiedad se reduciria

al tercer axioma de la probabilidad.

Ejemplo I1-4 | Calcular la probabilidad de obtener o un nimero par o un nimero mayor que 3 en el lanzamiento de un

dado.
A : obtener un nimero par P(A) =3/6 =1/2 {2,4,6}
B : obtener un nimero mayor que 3 P(B) =3/6 = 1/2 {4,5,6}
P(AnB)=2/6 3 ({4, 6} es el espacio muestral)
1 1 2 4 2
P(AUB)_P(A)+P(B)—P(AHB)_§+§—6 o

que era lo esperado ya que el espacio muestral es en este caso {2,4,5,6}, es decir, 4/6 = 2/3.

Para demostrar esta propiedad hacemos uso del diagrama de Venn (Figura 5.2), en el cual es ficil de

comprobar que se verifica

A=(ANnS)=(AN(BUB')=(ANnB)U(AnB’).
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Figura 5.2: Diagrama de Venn representando la probabilidad de un suceso unién de dos sucesos no incompatibles.

De la misma forma

B=(ANnB)U(A'nB).

Por tanto
AUB=(ANB)U(ANB)U (A NB).

Puesto que en cada una de las expresiones anteriores, los sucesos del término de la derecha son incom-

patibles entre si, usando el tercer axioma podemos escribir
P(A)=P(AnB)+P(AnB) = P(ANB')=P(A)—P(ANB)
P(By=PANnB)+PANB) = PANB)=P(B)-PANB)
P(AUB)=P(ANB)+ P(ANB')+ P(A'N B)
Sustituyendo las dos primeras expresiones en la tercera
P(AUB)=P(ANB)+P(A)—P(ANnB)+ P(B)— P(ANB) =

= P(A) + P(B) — P(AN B),

como queriamos demostrar.

La propiedad anterior se puede generalizar a la unién de mas de dos sucesos. En el caso de tres sucesos
cualesquiera tendriamos

P(AUBUC) =

=P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(CNA)+P(ANnBNQC).
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5.3. Probabilidad condicionada
B

5.3.1. Definiciéon de probabilidad condicionada

En muchos casos interesa conocer la probabilidad de un suceso A en el caso de que se haya cumplido otro
suceso B. A esta probabilidad de que se cumpla A bajo la condicién de que se cumpla B se le llama pro-
babilidad de A condicionada a B, y se denota por P(A|B). La definicién matemética de la probabilidad

condicionada es
P(ANB)

PAIB) = =5

(5.11)

Como es 1dgico, esta definicién sélo tiene sentido si P(B) > 0. El significado de la definicién anterior se ve
claro utilizando un diagrama de Venn (Figura 5.2; es una versién geométrica de casos favorables entre casos
posibles). Al calcular la probabilidad condicionada hemos sustituido el espacio muestral S por el suceso B,
de forma que, haciendo corresponder probabilidades a &reas en el espacio muestral, P(A|B) serd la fraccién
del nuevo espacio muestral B en que ocurre A.

Vamos a comprobar que la probabilidad condicionada cumple los tres axiomas de la definiciéon general de
probabilidad.

1. Es evidente que se satisface el primer axioma puesto que el cociente de dos niimeros no negativos es

un nimero no negativo
P(A|B) > 0.

2. La probabilidad condicionada del suceso seguro es también la unidad

_P(SnB) _P(B) _
PSIB) = =55 = p =

3. Dados dos sucesos A; y Az incompatibles (4; N Ay = Q)

P(A; U A3|B) = P((Alg(gj) N B) _ P((A1N i)(;)(/lz N B))

Los dos sucesos del numerador son incompatibles ya que
(Ai1NB)N(A2NB)=(A1NA)NB=0NB =0,

de forma que, aplicando el tercer axioma para la probabilidad

_ P(AynB)+P(A2nB) P(AiNB)  P(A2NDB)
Pl 0 Az1B) = P(B) S TrPm TP

como queriamos demostrar.
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Ejemplo II-5 En el caso del lanzamiento de un dado,

A: obtener un par {2,4,6} P(A)=1/2
B: idem un nimero mayor que 3 {4,5,6} P(B)=1/2

P(ANB)=2/6 (ejemploanterior) ; P(A|B)= % = % = % = %

Que coincide con el cociente entre casos favorables 2 ({4, 6}) y casos posibles 3 ({4, 5,6}).

5.3.2. Sucesos dependientes e independientes

La definicién (5.11) de la probabilidad condicionada permite calcular la probabilidad de la interseccién
de dos sucesos (todavia no sabiamos cémo), es decir, la probabilidad de que se den ambos sucesos Ay B a

la vez

P(AN B) = P(A|B)P(B) (5.12)

P(AN B) = P(B|A)P(A). (5.13)

De esta forma, la probabilidad de que tanto A como B ocurran es igual a la probabilidad de que A ocurra
dado que B haya ocurrido multiplicado por la probabilidad de que B ocurra. Esto se puede generalizar a la

interseccion de mas sucesos. En el caso particular de 3 sucesos
P(ANnBNC)=P(AIBNC)P(B|C)P(C).
Un caso importante es cuando se cumple
P(A|B) = P(A) (5.14)

En este caso, la probabilidad de que A ocurra no esta afectada por la ocurrencia o no ocurrencia de B y se

dice que los dos sucesos son independientes. Aplicando (5.12) es facil ver que en este caso se cumple
P(ANB) =P(A)P(B). (5.15)

Es decir, la probabilidad de la interseccién de dos sucesos independientes (en otras palabras, la probabilidad
de que se den ambos sucesos) es el producto de sus probabilidades. Esta tltima relacién se toma usualmente
como condicién necesaria y suficiente para la existencia de independencia. El concepto de independencia se
puede generalizar a una familia de n sucesos. Se dice que son mutuamente independientes cuando cualquier
pareja de sucesos es independiente y la probabilidad de la interseccién de cualquer niimero de sucesos

independientes es el producto de sus probabilidades. En el caso de tres sucesos independientes
P(AnBNC)=P(A)P(B)P(C).

Cuando no se cumple la relacién (5.14) hay que utilizar la expresién general (5.12) para calcular la pro-
babilidad de la interseccién. En este caso se dice que los sucesos son dependientes, es decir, la probabilidad

de que ocurra uno de ellos depende de que haya ocurrido o no el otro.
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A A

11772

1
B )

Figura 5.3: Diagrama de Venn representando el Teorema de la Probabilidad Total.

Ejemplo I1-6 Tenemos en una urna 4 bolas blancas y 6 bolas negras. Si extraemos 2 bolas sucesivamente, calcular la

probabilidad de que las 2 sean blancas. Consideremos dos casos:
a) Se reemplaza la 1* despues de sacarla.
Entonces los dos sucesos son independientes: la naturaleza de la 2% bola no estd condicionada por la

naturaleza de la 1.
A: bola blanca en la primera extraccién

B: idem en la segunda

Pmmmzpmﬂmn:%x
b) No se reemplaza la 1 despues de sacarla.

Entonces los dos sucesos ya no son independientes y el color de la 2% bola si estd condicionada por el color
de la 1%.

PMﬂE:PMﬂM%D:%X%:%:QB

Es importante no confundir sucesos incompatibles (A N B = @) con sucesos independientes (la probabi-

lidad de que ocurra el suceso A no estd afectada por la ocurrencia o no del suceso B).

5.3.3. Teorema de la probabilidad total

Sea un conjunto de sucesos A;,7 = 1,...,n tales la unién de todos ellos es el suceso seguro y ademads son

incompatibles entre si. Es decir
n
JAai=s :  AnA; =0 para i#j
i=1

Este conjunto de sucesos recibe el nombre de conjunto completo de sucesos y se dice que constituye una

particién del espacio muestral. Supongamos ademds que, para todo i, P(A;) > 0. Entonces, el teorema de
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la probabilidad total establece que la probabilidad de cualquier suceso B se puede calcular como

P(B) =Y P(A;)P(B|A)), (5.16)
i=1
es decir, la probabilidad de que ocurra B es la suma de las probabilidades de los sucesos A; por las proba-
bilidades de B condicionadas a cada A;.
Para demostrar el teorema aplicamos las condiciones del conjunto completo de sucesos y expresamos el

suceso B como
n n

B=BnS=Bn(J4) =JBnA).

i=1 i=1
Al ser los sucesos A; incompatibles también lo son los diferentes (B N A4;), de forma que la probabilidad de
B, utilizando (5.12), se puede expresar
P(B)=> P(BNA;)=Y_ P(A;)P(B|A),

i=1 =1

como queriamos demostrar.

Ejemplo II-7 Supongamos que en unas elecciones las probabilidades de que ganen tres partidos A;, As y Az son 0.5,

0.3 y 0.2 respectivamente. Si ganara Ai, la probabilidad de que suban los impuestos es 0.8, mientras que
en los casos en que salgan elegidos A2 y As son 0.2 y 0.5 respectivamente. ;Cual es la probabilidad de que

suban los impuestos?.

P(A1) =0.5 P(A2) =0.3 P(A3) =0.2
sea B subida de impuestos,
P(B|A1) =0.8 P(B|A2) =0.2 P(B|A3) =0.5
Por el teorema de la probabilidad total,
P(B) = P(A:1) P(B|A1) + P(A2) P(B|A2) + P(As) P(B|As) =

P(B)=0.5x0.84+0.3x0.2+0.2x0.5=0.56

5.3.4. Teorema de Bayes

Supongamos que tenemos un conjunto completo de sucesos A;,7i =1,...,n y un suceso B cualquiera del
espacio muestral. A veces es necesario conocer la probabilidad de uno de los sucesos A; condicionada a que
haya ocurrido B. Esto se puede hacer por el teorema de Bayes, que establece

P(A;)P(B|4;)

P =S Py PIAY (17

El teorema es 1til cuando, conociéndose que se cumple un cierto suceso B, queremos conocer la probabilidad
de que la causa que lo haya producido sea el suceso A;.
La demostracién del teorema es sencilla, partiendo de la definicién (5.11) y, aplicando la relacién (5.12),
podemos expresar
A;NB) _ P(B|A;)P(4;)

_PAnB)
PAIB) = =pE =~ pm)

Sustituyendo ahora P(B) por su expresion segin el teorema de la probabilidad total (5.16) llegamos a la

expresiéon que queremos demostrar.
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Ejemplo II-7

Ejemplo I1-8

Ejemplo 11-9

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS

(Continuacion.)
Continuando el ejemplo 5-7, si se sabe que han subido los impuestos jcual es la probabilidad de que haya

ganado el partido A;7

P(A1) P(B|A1) 0.5 x 0.8
P(A:|B) = =
(4:]5) S P(A;) P(B|A;) 0.56
El sumatorio del denominador es simplemente la probabilidad de que se de el suceso B: P(B) = 0.5 x 0.8+
0.3 x0.24 0.2 x 0.5 = 0.56.

=0.71

Se dispone de dos urnas que contienen un 70 % de bolas blancas y 30% de negras la primera y 30 %
de blancas y 70 % de negras la segunda. Seleccionamos una de las urnas al azar y se extraen 10 bolas
con reemplazamiento resultando B={bnbbbbnbbb} siendo b: bola blanca y n: bola negra. Determinar la
probabilidad de que esta muestra proceda de la urna primera.
Como la urna se selecciona al azar

P(Uy) = P(Uz) =1/2.

Como la extracciéon con reemplazamiento de 10 bolas son sucesos independientes
P(b|U+) =0.7 ; P(n|U;) =0.3
P(b|U2) =0.3 ; P(n|Uz) = 0.7
luego
P(B|Uy) = P(bnbbbbnbbb|U;) = P(b|Uy) x P(n|Uy) x ... P(b|Uy) = 0.7% x 0.3
P(B|Uz) = P(bnbbbbnbbb|Uz) = P(b|Us) x P(n|Uz) x ... P(b|Us) = 0.3% x 0.72

Entonces la probabilidad que nos piden puede determinarse con la ayuda del teorema de Bayes

B P(B|U1)P(U) _
P(Uy|B) = P(B|U:)P(Ur) + P(B|U2)P(Us)

0.7% x 0.3 x 0.5

T 0.75x032x05+03% x 0.72 x 0.5
L PLIB) = — 2T 0,994 — 99.4%
0.75 + 0.3 ’

resultado l6gico, puesto que es la urna con mayor proporciéon de bolas blancas.

El problema de las tres puertas. (Daniel Pena, Estadistica Modelos y Métodos, p. 111).

Un concursante debe elegir entre tres puertas, detras de una de las cuales se encuentra el premio. Hecha
la eleccién y antes de abrir la puerta, el presentador le muestra que en una de las dos puertas no escogidas
no esta el premio y le da la posibilidad de reconsiderar su decision. ;Qué debe hacer el concursante?
Definamos los dos sucesos siguientes:

A; = el concursante elige inicialmente la puerta i; i=1,2,3

R; = el premio realmente esta en la puerta i; i=1,2,3

El espacio muestral estd formado por 9 sucesos (A; N R;), cada uno de ellos con probabilidad 1/9. Si, por

ejemplo, se da A1, la probabilidad de ganar es:

P(R1ﬂA1)_1/_9_3_1

P(Ri|A1) =

P(A)  1/3 9 3
Supongamos que el concursante ha elegido la puerta A;. Sea:
B; = el presentador abre la puerta j y muestra que no contiene el premio (con j =2 6 3).
Segtin lo enunciado el espacio muestral estd formado por los cuatro sucesos {B2 N R1, Ba N R3, B3 N R,
Bs N Ry }. Podemos representar graficamente las probabilidades de los sucesos elementales { B;NR; } cuando
se ha elegido la puerta 1 (ocurre A1) de la siguiente manera:
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Ejemplo II-9

(Continuacion.)
(Ha ocurrido A1)

R Ry Rs
B - - —
By | P(B2NRi)=1/6 — P(B2N Rs) = 1/3
Bs | P(BsNRi)=1/6 | P(BsN Ra) = 1/3 —

Veamos cémo se han calculado las probabilidades indicadas. Inicialmente el coche se ubica al azar en

cualquiera de las tres puertas, es decir,
P(R1) = P(R2) = P(R3) =1/3

Cuando el premio estd en la puerta elegida, Ri, tan probable es que el presentador muestre la puerta 2

como la 3, luego

P(Ba|R1) = P(Bs|R1) = 1/2,

y por lo tanto,
P(Bz N R1) = P(leRl)P(R1) =

N =
Wl =
D

y lo mismo para P(B3 N R1).
Cuando el concursante elige A; y el premio estd en la puerta 2 (R2) el presentador debe necesariamente

mostrar la puerta 3 (Bs),

1
P(Bgle) =1 ; P(B3 n Rz) = P(BS|R2)P(R2) =1x g

Wl =

Anélogamente, cuando el concursante elige A; y el premio estd en la puerta 3 (R3) el presentador debe

necesariamente mostrar la puerta 2 (Bsz),

P(B2|R3) =1 ; P(Bz n R3) = P(B2|R3)P(R3) = 1 %

1
3

Wl =

Entonces la probabilidad de ganar que tienen los concursantes que no cambian su eleccién es 1/3 (la que

tenfan). Se comprueba viendo que tras elegir la puerta 1 (A1) y abriendo el presentador la j (j=2,3),

PR |B) = FEVPBiIRY)

= S PR)P(B;IR)  Ix x1 3

D= |l
SN

X
1
5 A
La probabilidad de ganar que tienen los concursantes que si cambian su eleccion es igual a la probabilidad

de que el premio esté en la puerta que no muestra el presentador. Suponiendo que muestra la 3 (Bs),

_ P(R2)P(Bs3|R2)
P(Ry|Bs) = S P(R:)P(Bs|R:)

N[ |wol=

1
§><

Este resultado es andlogo si muestra la puerta 2, obteniéndose en ese caso P(Rs3|B2) = 2/3.

La razén por la que resulta rentable o conveniente cambiar de puerta es que el suceso B; (presentador
abre la puerta j) no es independiente de los sucesos R; (el premio estd en la puerta i), es decir el suceso
Bj da informacién sobre los R;. En efecto, P(Bz) = P(B3) =1/2 y P(R.1) = P(R2) = P(R3) = 1/3 pero
en general P(B; N R;) # 1/6. Cuando se da A, los sucesos R1 y B; (j = 2, 3) sf son independientes ya que
P(Ry N Bz2) = P(Ry N B3) = 1/6 (el presentador puede abrir las puertas 2 6 3 indistintamente es, pues
el premio esta en la 1). Pero los sucesos R; (1 = 2,3) y B; (j = 2,3) son dependientes (el presentador
s6lo puede mostrar la puerta 2/3 si el premio estd en la 3/2). Esta dependencia conduce a que convenga
reconsiderar la decisién y cambiar de puerta siempre. Si se juega muchas veces a la larga se gana 2/3 de
las veces si se cambia de puerta y sélo 1/3 si se permanece en la primera eleccién.
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5.4. Analisis combinatorio

Un caso especialmente interesante en los problemas de probabilidad es cuando todos los sucesos elemen-
tales son igualmente probables. Ya hemos visto que, en este caso, la probabilidad de un suceso elemental
es 1/n, donde n es el ndimero de puntos del espacio muestral, o niimero de sucesos elementales en que se
puede descomponer. Efectivamente, como el suceso seguro S se puede descomponer en los diferentes sucesos

elementales A; y todos éstos tienen la misma probabilidad &

Una vez conocidas las probabilidades de los sucesos elementales de esta forma, las probabilidades de los
sucesos compuestos se pueden calcular utilizando las propiedades de la probabilidad. El problema se reduce

entonces a calcular n, o nimero de puntos del espacio muestral.

Una primera herramienta muy tutil es el regla de la multiplicacién, la cual establece que si una
operacién puede realizarse de nq formas y, por cada una de éstas, una segunda operacién puede llevarse a
cabo de ny formas, entonces las dos operaciones pueden realizarse juntas en nins formas (ntimero de puntos

del espacio muestral).

Para calcular n en el caso general se ha desarrollado el analisis combinatorio, el cual constituye una
herramienta indispensable para estudiar los experimentos aleatorios. A continuacién se ven sus principales

conceptos y expresiones.

5.4.1. Variaciones

Dado un conjunto de m elementos, se llaman variaciones de m elementos tomados de n en n (con
n < m) a todos los subconjuntos de n elementos que se pueden formar del conjunto original, con la condicién
de que dos subconjuntos se consideran distintos cuando difieren en algin elemento o en el orden de colocacién

de ellos. El nimero de variaciones se representa por V,, , y se calcula por
Vinmn =m(m—1)(m —2)...(m —n+1). (5.18)

Usando la definicién de factorial: n! =1 x 2 x ... x n, se puede escribir la expresién anterior como

m!

(donde conviene recordar que el factorial del nimero cero es, por definicién, igual a la unidad, 0! = 1.)

Por otra parte, se llaman variaciones con repeticién de m elementos tomados de n en n a las
variaciones vistas anteriormente con la condicién adicional de que un elemento puede aparecer repetido en
el mismo subconjunto cualquier nimero de veces. Como en las variaciones normales, los subconjuntos son
distintos si tienen diferentes elementos o diferente orden de colocacién de éstos. Su niimero se representa por
V7 yes

Ve =m". (5.20)

m
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Ejemplo I1-10 Dados los elementos a, b, ¢ calculamos:

Variaciones de 3 elementos tomados de 2 en 2:

ab ac
: | |
V3o — ba bc Vis = m)! = 3_| —6
ca cb (m—n)l 1

Variaciones con repeticién de 3 elementos tomados de 2 en 2:
aa ab ac
VZ — ba bb bc )

ca cb cc

5.4.2. Permutaciones

Las permutaciones de n elementos son el caso particular de las variaciones de m elementos tomados

de n en n en que m es igual a n. Es decir, representan las diferentes formas de ordenar n elementos. Su

ndmero se representa por P, y se calcula por
P,=Vopn=nn-1)(n-2)...1=n! (5.21)

Para que ésto sea consistente con la definicién (5.19) de las variaciones, se toma por convenio que 0! = 1.
Por otro lado, dado un conjunto de m elementos, se denominan permutaciones con repeticiéon a
los distintos subconjuntos de tamano n que se pueden formar con los m elementos y en los que en cada

subconjunto cada elemento aparece repetido ni,ne, ..., n,, veces, con
n+ne+...+nym =n

Por ejemplo, dado el conjunto aabbbc son permutaciones con repeticion de él las siguientes: abbcab, beabab,

etc. El nimero de permutaciones con repeticion se representa por P/'1:2:"m y se evalila por

P I 5.22
1,2, s M,
" nilna! ... 0yl (5.22)

Ejemplo I11-10 (Continuacion.)

Dados los elementos a, b, ¢ calculamos:
Permutaciones de 3 elementos:

abc acb
P; — bac bca
cab cbha Py =31=6
Permutaciones de 3 elementos con repeticién:
aabbc  aabcb
P2>*»'  —  aacbb acabb p221 _ n! _ 5! — 30
2 nilna!...n:m! 212!17!

cabab etc

5.4.3. Combinaciones

Dado un conjunto de m elementos, se llaman combinaciones de m elementos tomados de n en
n a todos los subconjuntos de n elementos que se pueden formar del conjunto original, con la condicién
de que dos subconjuntos se consideran distintos cuando difieren en algun elemento. Es decir, a diferencia

de las variaciones, no se considera el orden de colocacion de los elementos. El ntimero de combinaciones se

representa por Cy, , y se calcula por

Conn = Ve _ : (5.23)
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Esta expresion también se puede escribir como

m! m

Cmn:

)

(m —n)!n! A (5.24)

donde el Ultimo término es el, llamado, nimero combinatorio.

Por otra parte, se conocen como combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n
en n a todos los subconjuntos de tamano n que se pueden formar con los m elementos, en los que pueden
aparecer elementos repetidos, y con la condicién de que dos subconjuntos se consideran distintos si tienen

elementos diferentes, sin importar el orden. Se representan por C), y su ntimero se puede calcular utilizando

m4+n—1 —1)!
Crrwlz = Cm+n71,n = +n = % (525)
(Continuacion.)
Dados los elementos a, b, ¢ calculamos:
Combinaciones de 3 elementos de 2 en 2:
ab
Cz2 — ac m)! 3!
e iz = (m —n)!n! BT s
Combinaciones de 3 elementos con repeticion:
aa bb
C: — ab bc 02_(m+n—1)!_ 4
o TS T
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Capitulo 6

Variables aleatorias

“Claro que lo entiendo. Hasta un nifo de cinco afios podria

entenderlo. jQue me traigan un nifio de cinco afios!”

Groucho Marx (1890-1977)

Con el fin de estudiar estadisticamente un cierto experimento aleatorio es imprescindible realizar una
descripcién numérica de los resultados de dicho experimento. Para ello se define una variable, llamada
aleatoria, asignando a cada resultado del experimento aleatorio un cierto valor numérico. En este capitulo
veremos como para describir el experimento aleatorio serd necesario especificar qué valores puede tomar la
variable aleatoria en cuestiéon junto con las probabilidades de cada uno de ellos. Las dos primeras secciones
estaran dedicadas a las, llamadas, variables aleatorias unidimensionales, mientras que posteriormente se

estudiaran brevemente las variables aleatorias bidimensionales.

6.1. Descripcion de las variables aleatorias
B

6.1.1. Concepto de variable aleatoria

Dado un experimento aleatorio, definimos una variable aleatoria como una funcién definida sobre el
espacio muestral que asigna un ntimero real a cada uno de los puntos, o resultados posibles, de dicho espacio
muestral. Por ejemplo en el lanzamiento de monedas podemos asignar 0 si sale cara y 1 si el resultado
es cruz. De esta forma, la variable aleatoria toma valores (aleatorios) determinados por el resultado del
experimento. Generalmente, la variable aleatoria se denota por una letra maytuscula (ej. X), reservandose
las letras mindsculas (ej. x) para los distintos valores que puede tomar. Por ejemplo, en el experimento del
lanzamiento de dos dados, se puede definir la variable aleatoria que asigna a cada resultado del experimento
un nimero dado por la suma de los dos dados. En este caso, entonces, la variable aleatoria puede tomar los
valores X = {2,3,...,11,12}.

Una variable aleatoria que toma un numero finito o infinito, pero numerable, de valores, se denomina
variable aleatoria discreta. Un ejemplo es la suma de las puntuaciones de los dados del experimento visto
anteriormente. Por el contrario, cuando la variable puede tomar un nimero infinito no numerable de valores
(o todos los valores posibles de un intervalo) se la denomina variable aleatoria continua. Un ejemplo
seria la duracién de un suceso, o el peso de una persona. En la mayoria de los casos, las variables aleatorias
continuas representan datos medidos, mientras que las variables aleatorias discretas suelen representar datos

que se cuentan (ej. niimero de veces que ha ocurrido un cierto suceso).
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P(X=x) F(x) F(xg)=1
f(Xz) F(X3>

f(x
(x,) Fex,)

f(xq)

(x,) Fx,)

f(X5)

U A S S A S

Figura 6.1: Funcién de probabilidad, f(z), y funcién de distribucién, F(x), para una variable aleatoria discreta

X = {I],I2,$3,$4,$5}.

6.1.2. Variable aleatoria discreta

Sea una variable aleatoria discreta X y supongamos que puede tomar los valores x1,x2, 3, .... Como
va se ha indicado, para describir completamente la variable aleatoria hay que indicar las probabilidades de
que tome cada uno de sus valores posibles. De esta forma a cada valor de la variable aleatoria se le asigna
como probabilidad la probabilidad de que ocurra el subconjunto del espacio muestral asociado con ese valor
particular. Para ésto se define una funcién f(z) que indica la probabilidad de cada valor x de la variable
aleatoria. Esta es la funcién de probabilidad, también llamada distribuciéon de probabilidad, de la

variable aleatoria discreta X
f(z) = P(X =x). (6.1)

En particular, para un valor x; de la variable aleatoria: f(x;) = P(X = ;). Adem4s, por las propiedades

de la probabilidad, la funcién de probabilidad cumple, para todo x;
fl@)=0 5 Y fla) =1 (6.2)

En muchas ocasiones, la distribucién discreta de probabilidad se presenta en forma de tabla

x X1 X9 tee €Ty

P(X =) || flz1) | flw2) | -+ | flz:)

Asi mismo, graficamente se suele representar usando un diagrama de barras donde en abcisas se sitdan
los diferentes valores de X y en ordenadas las probabilidades correspondientes (Figura 6.1).

Otra forma de caracterizar la distribuciéon de una variable aleatoria es mediante la funcién de distri-
bucién F(z), o funcién de probabilidad acumulativa, definida para cada  como la probabilidad de que la

variable aleatoria X tome un valor menor o igual que z. Es decir
F(z) = P(X < x), (6.3)

donde = no se restringe a los valores que puede tomar la variable aleatoria y es cualquier nimero real

(—o0 < 2 < ). Es fécil ver que, por su definicién, F(z) es una funcién no decreciente y toma los valores
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extremos

La funcién de distribucién se puede evaluar a partir de la funcién de probabilidad, y al contrario, ya que

F(x) = f(x)

x; <x

Si suponemos que la variable aleatoria puede tomar los valores X = {x1, xo, ..

F(zi—1) + f(x;)

f(@i) = F(x;) = F(xi-1).

a mayor, entonces la funcién de distribucién para cada punto estard dada por

f(z1)

= flx1) + f(x2)

r < T

1 << To

To < x <3

2?21 f(xz) =1 Tp <

., Tp }, ordenados de menor

De modo que la representacién gréfica de la funcién de distribucion discreta tiene forma de escalera, con

saltos en los valores aislados que toma la variable y con continuidad por la derecha (es decir, en cada salto

el valor que toma F'(x) es el del escalén superior, ver Figura 6.1).

Conocida ademas la funcién de distribucién puede calcularse la probabilidad de que la variable aleatoria

esté comprendida entre dos valores x; y ;

J

P(zi <X <xj)= Y flax)=F(z;) — F(x)

k=i+1

o de que la variable sea mayor que un determinado valor x;

Suma de los puntos obtenidos al lanzar dos dados.

Espacio muestral o conjunto de sucesos posibles que se pueden obtener al lanzar dos dados comunes. Cada

pareja de datos indica el valor facial de cada dado. En la tabla siguiente se han agrupado para obtener el

nimero de combinaciones que dan lugar a un valor de la suma.

Resultados posibles ordenados | @i | f(z:) | F(x:) | @if(z:) | 2 f(x)
(1,1) 2 | 1/36 | 1/36 | 2/36 4/36
(2,1) (1,2) 3 | 2/36 | 3/36 | 6/36 | 18/36
(3,1) (2,2) (1,3) 4 | 3/36 | 6/36 | 12/36 | 48/36
(4,1) (3,2) (2,3) (1,4) 5 | 4/36 | 10/36 | 20/36 | 100/36
(5,1) (4,2) (3,3) (2,4) (1,5) 6 | 5/36 | 15/36 | 30/36 | 180/36
(6,1) (5,2) (4,3) (3,4) (2,5) (1,6) | 7 | 6/36 | 21/36 | 42/36 | 294/36
(6,2) (5,3) (4,4) (3,5) (2, 8 | 5/36 | 26/36 | 40/36 | 320/36
(6,3) (5,4) (4,5) (3,6) 9 | 4/36 | 30/36 | 36/36 | 324/36
(6,4) (5,5) (4,6) 10 | 3/36 | 33/36 | 30/30 | 300/36
(6,5) (5,6) 11 | 2/36 | 35/36 | 22/36 | 242/36
(6,6) 12]1/36 | 1 12/36 | 144/36
252/36 | 1974/36
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Ejemplo II-11 Si deseamos determinar la probabilidad de que este valor se encuentre en el rango 4 < x < 7,

21 6 15 4 5 6
P(4<se§7):F(7)—F(4):%_%:%:(%Jr36 %6

Analogamente para x > 10,

33 3 .2 1
P(e>10)=1-F(10) =1~ = = = (3 + 35)

Como ejercicio adicional se puede demostrar que es méas dificil obtener 9 tirando 3 dados que obtener 10.
Galileo (1564-1642) demostré que hay 216 combinaciones posibles equiprobables: 25 conducen a 9 y 27 a
10. La diferencia es muy pequena: 2/216 ~ 0.01.

6.1.3. Variable aleatoria continua

Veamos ahora el caso de las variables aleatorias continuas, es decir, aquellas que pueden tomar cualquier
valor en un intervalo (a,b), o incluso (—oo,00). En este caso, la probabilidad de que la variable X tome
un valor determinado dentro de ese intervalo es cero, ya que existen infinitos valores posibles en cualquier
intervalo, por pequeno que sea, alrededor del valor en cuestién. Por ejemplo, la probabilidad de que la
altura de una persona sea exactamente 1.75 cm, con infinitos ceros en las cifras decimales, es cero. Por
tanto no se puede definir una funcién de probabilidad igual que se hacia para las variables discretas, dando
la probabilidad de cada valor de la variable. Lo que se si puede especificar es la probabilidad de que la
variable esté en un cierto intervalo. Para ello se define una funcién f(z) llamada funcién de densidad, o

distribucién de probabilidad, de la variable aleatoria continua X de forma que, para todo x, cumpla
f(z) >0 ; / f(z) de = 1. (6.4)
De forma que la probabilidad de que X se encuentre entre dos valores 1 y x5 se puede calcular como

P(z; < X <x9) = /12 f(z) dx. (6.5)

Las tres expresiones anteriores constituyen la definicion de la funcién de densidad. Puede demostrarse
que esta definicién cumple los axiomas de la probabilidad. Puesto que la probabilidad de que X tome un
determinado valor zg es nula ( f;oo f(z) dz = 0), en la expresién anterior es indiferente escribir el signo <
6 <.

Puede observarse que, por la definicién (6.4), la representacién gréfica de la funcién de densidad (Figu-
ra 6.2) serd la de una curva, normalmente continua, que toma siempre valores positivos o nulos, y con drea,
comprendida entre la curva y el eje x, unidad. De igual forma, por la expresién (6.5), la probabilidad de que
la variable tome un valor entre x; y z2 sera el drea bajo la funcién de densidad entre las abcisas 1 y 3.
Esta asociacion de probabilidad a area es sumamente util para el estudio de la distribuciones continuas de
probabilidad.

Al igual que para el caso discreto, se puede definir la funcién de distribucién F(z) en cada punto z

de una variable aleatoria continua como la probabilidad de que la variable X tome un valor inferior a z
F(z) = P(X < x). (6.6)
Por la definicién de funcién de densidad, ésta se relaciona con la funcién de distribucién por
Fla) = /_ " dt. (6.7)
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X X
1 P4 X X

Figura 6.2: Funcién de densidad, f(x), y funcién de distribucién, F(x), para una variable aleatoria continua.

También al igual que en el caso discreto, la probabilidad de que X esté en un cierto intervalo (x1,x2) se

podré expresar como

P(z1 < X < x2) = F(x2) — F(z1) = /12 f(z) du.

Si hacemos ese intervalo cada vez mas pequeno, tendremos

Flx+Az)—F(z) =Pz <X <z + Azx) ~ f(z)Az

= f(z) = dzg(f)

Es decir, la derivada de la funcién de distribucién es la funcién de densidad.

En general, la funcién de distribucién serd una funciéon continua no decreciente que ademaés cumple

— o o)
F(—oo):/ f(x)de=0 ; F(oo)z/ f(z) dz = 1.
— 00 — 00

y, por tanto, su representacion grafica serd como la mostrada en la Figura 6.2.
Evidentemente, la variable estadistica puede que sélo tome valores en un intervalo (a,b). En este caso las

integrales infinitas vistas anteriormente se reducen a integrales finitas y se cumple

b 0 r<a
[t@a=1 v F@={ @ e<e<o
¢ 1 r>b

6.2. Medidas caracteristicas de una variable aleatoria
B

De la misma forma en que se definian medidas caracteristicas de las distribuciones de frecuencias, se pue-
den definir también medidas caracteristicas para la distribucién de una variable aleatoria, dividiéndose éstas
en medidas de centralizacién y medidas de dispersiéon. Por convenio, estas medidas tedricas se representan
por letras griegas para asi diferenciarlas de las medidas de las distribuciones de frecuencias, calculadas a

partir de una muestra de datos, que se denotaban por letras latinas.
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6.2.1. Media o esperanza matematica

La principal medida de centralizacién de la distribuciéon de una variable aleatoria es la media, tam-
bién conocida como esperanza matematica. Sea una variable aleatoria discreta X que toma los valores
Z1,%2,...y sea f(x) su funcién de probabilidad. Por definicién, la media o esperanza matemdtica p (también

representada por E(X)) de X viene dada por la expresién
p=B(X) =Y af(x). (6.9

Es decir, la media se obtiene multiplicando cada valor de X por su probabilidad y sumando estos productos
para todos los posibles valores de X (el sumatorio se puede extender desde 1 hasta n 6 c0). Evidentemente, el
significado de la media es que da un valor tipico o promedio de la variable aleatoria. Nétese que esta definicién
es consistente con la de la media aritmética para una distribucién de frecuencias (T = Zle x;n;/N), ya que

si hacemos tender el nimero de medidas a infinito y recordamos la definicién de probabilidad dada en (5.1)

k k
, _ . LTl ; Uz
Jim 7= Jim 5t =Y (i ) = 2onP(X =) = (@) =

=1 i=1 =1

En el caso continuo la expresién para la media es similar. Se define la media o esperanza matemaética de

una variable aleatoria continua X con funcién de densidad f(z) como
p=E) = [ af@ dn (6.9)

y su significado es el mismo. Cuando la variable aleatoria s6lo tome valores en un intervalo (a,b), la media

se puede escribir también como
uw=EX)= / xf(z) d.

El concepto de esperanza matemética se puede generalizar para una funcién g(X) de la variable aleatoria
X . Nétese que dicha funcion serd una nueva variable aleatoria. La media de esa funcién vendra dada entonces,

en el caso discreto y continuo, por

> 9(@) f(w4)
Hg(x) = E(9(X)) = { o (6.10)
Jo9(@)f(x) da
En particular, si la funcién es de la forma g(X) = aX + b donde a y b son constantes, se tiene
tax+b = E(aX +b) =aux + b, (6.11)

ya que, aplicando (6.10) en el caso continuo

oo

poxsn = [ (ar+0)f@) de=a [

— 00 — 00

o0
xf(x) d:c—|—b/ f(x) de = apx + 0.
—o0
Particularizando a los casos especiales de a = 0 y b = 0 se obtienen dos propiedades importantes de la media

wp =E(D)=0b (a =0); tox = E(aX) = aux (b=0). (6.12)

Calculemos la media en el lanzamiento de dos dados: u = Z a5 iflaws) = % =7

7
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6.2.2. Varianza y desviacién tipica

La media por si sola no proporciona una adecuada descripcién de la distribucién de la variable aleatoria.
Ademas de conocer en qué valor se centra esa distribucién es importante determinar la dispersién o variacién
de los valores de la variable aleatoria en torno a la media. Para ello se define la varianza, representada por

02 6 Var(X), de una variable aleatoria discreta X como

Var(X) = o2 = B (X — p)2) = 3 (@ — )2 f (). (6.13)
i
Es decir, es la esperanza matematica de las desviaciones al cuadrado de los valores de la variable respecto a
su media. Es claro que cuanto mayor sea la varianza menos concentrados estaran los valores de X respecto
a su media. Al igual que ocurria con la media, la definicién anterior de la varianza estd intimamente ligada
a la definicién, ya vista, de varianza de una distribucién de frecuencias
k —\2 k
2 Zi:l(‘ri —T)n, _ N Z(I —)2”1‘
K3

i — I — lfm
Nt T N N1 N N —1

i=1

Teniendo en cuenta que cuando N tiende a oo, N/(N — 1) tiende a 1, T tiende a y, y n;/N tiende a la

probabilidad de x;
k

lim s% = Z(xz - u)2P(X =) = o2,

N—o0 ‘
i=1

Con el fin de obtener una medida de dispersion que tenga las mismas unidades que la variable aleatoria

se define la desviacidon tipica o como la raiz cuadrada positiva de la varianza

o=4+Vo? = \/Z(x — )2 f (). (6.14)

Existe una expresion alternativa mas util en la practica para calcular la varianza
02 = 3" a2f(w) - 1 = B(X?) - i, (6.15)
i
Para demostrar esta expresion desarrollamos el cuadrado en (6.13) y aplicamos la definicién de media

0% =3 (i — w2 f (i) = > (a2 + p? = 2aip) f (i) =

= Zﬁf(ﬂfi) +ﬂ22f(17i) —Q#foif(xi) = E(X?) +p® = 2up = B(X?) — pi°.

De la misma manera se puede definir la varianza y desviacion tipica de una variable aleatoria continua

X con funcién de densidad f(z)

Var(X) =0° = E ((X — p)?) = / (x — p)?f(x) da, (6.16)

— 00

o= \//OO (x — p)?f(z) de. (6.17)

Cuando X sélo toma valores en un intervalo (a, b), la definicién de la varianza se reduce a

= (e ) f () de.
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También, al igual que en el caso discreto, existe una expresién mas practica para su calculo

o? = /OO 22 f(x) de — p? = B(X?) — pu?. (6.18)

— 00

Andlogamente a la media, suponiendo una funcién g(X) de la variable aleatoria X, su varianza serd

ooy = B ((9(X) = ngx))?) = { %oéig((gaé;)f_ﬁ;g:;gﬁz; . (6.19)
y en el caso particular de que la funcién sea de la forma g(X) = aX + b, donde a y b son constantes
02y, = Var(aX +b) = a’o%. (6.20)
La demostracion es répida ya que, aplicando la relacién (6.11) para la media de aX + b
o2xio=FE ((aX +b—piaxss)?) = E ((aX +b—apx —b)?) =
= E (a*(X — px)?) = a®E (X — px)?) = d’o%.
Particularizando a los casos a = 0 y b = 0 se obtienen las siguientes propiedades de la varianza
of = Var(b) =0 ; 02y = Var(aX) = a*c%. (6.21)

Es decir, la varianza de una constante es nula. Estas expresiones son muy utiles para realizar cambios de

variables que simplifiquen los célculos.

Ejemplo 11-12 (Continuacion.)

Calculemos la varianza en el lanzamiento de dos dados:

1974
o = af flwi) -’ = % —7*=583 =  o0=242

6.2.3. Momentos

Media y varianza son en realidad casos particulares de la definicion més general de momento. Dada una
variable aleatoria X se define el momento de orden r respecto al parametro c¢ como la esperanza
matemadtica de (X — ¢)"

(x; — )" flx;
X =) () 622)
o= o) f(z) du

Cuando ¢ = 0 tenemos los momentos respecto al origen

E(X -0 = {

" 75 2" f(x) da
Nétese que py =1, py = p, y que ph — p = o2,
Por otra parte, cuando c es la media pu, tenemos los momentos centrales

. { (@i — )" f ()
[ @ = w7 f(a) do

y se tiene: pp = 1, p1 = 0 (facil de comprobar por la definicién de media) y pg = 0.
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Una definicién importante es la de funcién generatriz de momentos. Dada una variable aleatoria X,
esta funcién se define, para cualquier real ¢, como la esperanza matemética de e!* y se denota por Mx (t).

Es decir, en el caso discreto y continuo, seréd

Zi et f(xi)

o) de (6.23)

Mx(t) = BE(e'X) = {

La utilidad de la funcién generatriz de momentos estriba en que puede utilizarse para generar (o calcular)

todos los momentos respecto al origen de la variable X, ya que se cumple

‘u/ _ dTMX(t)
" dtr

(6.24)
t=0

Es decir, el momento de orden r respecto al origen es la r—ésima derivada de la funcién generatriz de

momentos, evaluada en t = 0. La demostracion, en el caso discreto, es
dr t:E dr t:E
B —%<Z€ f(xi) :Z%(e )
t=0 P =0 P
Yo
i

Una propiedad de la funcién generatriz de momentos que se usara con posterioridad es la siguiente:

d"Mx (t)

e flxi) =

t=0

o /(@) = D@ flwi) =

Si a y b son dos nimeros reales, entonces

t
M(X-l—a)/b(t) e eat/bMX (5) , (6.25)
y la demostracién es

Mxyay(t) = E (et(XJra)/b) —E (etX/beta/b) _ el (e(t/b)X) — ot (%) '

6.3. Variable aleatoria bidimensional
B

A veces es interesante estudiar simultdneamente varios aspectos de un experimento aleatorio. Para ello se
define la variable aleatoria bidimensional como una funcién que asigna un par de niimeros reales a cada
uno de los puntos, o resultados posibles, del espacio muestral (ej. peso y altura de una muestra de individuos).
En general, denotaremos una variable aleatoria bidimensional de un experimento aleatorio por (X,Y), de
forma que tomara valores (x,y) en un espacio bidimensional real. Diremos que una variable bidimensional es
discreta cuando las dos variables que la componen lo sean. Asi mismo sera continua cuando tanto X como Y’
sean continuas. No es dificil generalizar el estudio de las variables aleatorias bidimensionales a las variables

multidimensionales, aunque no se hara aqui.

6.3.1. Distribucién de probabilidad conjunta y marginal

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y") discreta asociada a un experimento aleatorio. Se define

la funciéon de probabilidad conjunta como la funcién

flz,y) = P(X =2,Y =y). (6.26)
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En el caso de que la variable aleatoria bidimensional sea continua se define la funcién de densidad

conjunta como la funcién f(z,y) tal que
T2 Y2
Pl1 < X <zo,y1 <Y <y2) = / / f(z,y) dr dy. (6.27)
1 Y1

Para que estas definiciones sean completas hay que anadir la condicién

f(z,y) >0, (6.28)

junto con (para el caso discreto y continuo respectivamente)

ZZf(a:i,yj)zl ; /_OO /_OO flz,y) de dy = 1. (6.29)

Gréficamente, la funcién de densidad conjunta f(z,y) representa una superficie con volumen (entre ella
y el plano zy) unidad. Asf la probabilidad de que la variable (X,Y") tome valores en unos intervalos se evalia
calculando un volumen mediante (6.27).

Para el caso discreto la funcion de probabilidad se suele representar mediante una tabla de doble entrada.

Si asumimos que X toma valores entre x1 y x,, e Y toma valores entre y; e y,,, dicha tabla tendra la forma

XNY ] s [ e [ oy ]| Total |
T flx,yn) | flo,y2) | | f(21,Um) fi(z1)
T2 f(@a,y1) | fl@2,92) | -+ | fl@2,ym) || fi(x2)
Tn f@n,y1) | f@n,y2) | - | f(@n,Ym) Ji(zn)

‘ Total H fa(yr) ‘ fa(y2) ‘ ‘ fo(ym) H 1 ‘

donde las funciones f1(z) y f2(y) son las funciones de probabilidad marginal de X e Y respectivamente.
Representan la probabilidad de que X (6 Y) tome un determinado valor independientemente de los valores

de Y (6 X) y se calculan por
f@)=P(X =2)=3 f@y) i fLl)=PY =y =3 flzy) (6.30)

Evidentemente, y como puede observarse en la tabla, cumplen la condicién
Al =1 5 > hy) =1
i J

Andlogamente, para variable aleatoria continua, se pueden definir las funciones de densidad marginal

como

fiw = [ T Hawdy ;o faly) = / " fo,y) de. (6.31)

Al igual que en caso unidimensional, se puede definir la funcién de distribucién conjunta como la

probabilidad de que X e Y sean inferiores a unos valores dados. Asi, en el caso discreto y continuo

Fla,y) =P(X <2, Y <y)= > Y flziy)), (6.32)

zi<zy; <y

F(x,y)zP(X<:v,Y<y):/j /_y f(u,v) du do, (6.33)
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cumpliéndose ademas
0*F
Ox Oy’

f(xvy) =

También se pueden definir las funciones de distribucién marginal F;(z) y F»(y) como

Fi(z) = P(X <1x) Z fi(ay) : Fy(y)=PY <vy) Z f2(y;5) (6.34)

z; <z y;i <y

x) = /; /0:0 fu,v) du dv ; Fy(y) = /0:0 /yoo f(u,v) du do, (6.35)

con propiedades similares a las ya vistas para el caso unidimensional.

6.3.2. Distribucién condicionada e independencia estadistica

Dada una variable aleatoria bidimensional se define la distribucién condicionada de X cuando la
variable Y toma un valor fijo (Y = y) a la distribucién unidimensional de la variable X para los elementos
de la poblacién que tienen como valor de Y el valor fijado. Recordando la definicién (5.11) de probabilidad

condicionada se puede escribir

PX =z|Y =y) =

siempre que P(Y = y) # 0. Esto nos permite definir la funcién de probabilidad condicionada, en el caso
discreto, o la funcién de densidad condicionada, en el caso continuo, de X dado Y (y, andlogamente, de
Y dado X)) como el cociente entre la funcién de probabilidad conjunta y la funcién de probabilidad marginal

de la variable cuyo valor se fija

[y RG]
por ejemplo £ ) £ )
_ f(x2,y3 ) ) = T2, Y4
f($2|y3) - f2(y3) ) f(y4| 2) fl(x2) .

De esta forma, si se desea encontrar la probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores entre a

y b cuando la variable Y tiene un valor y, habra que evaluar, en el caso discreto y continuo

Pla< X <bY =y) = Z fxily),

a<xz;<b

b
Pla < X <blY =vy) :/ f(zly) dx

Un concepto fundamental en el estudio de las variables aleatorias bidimensionales es el de independencia
estadistica. Diremos que dos variables X e Y son independientes cuando el conocimiento de los valores que
toma una de ellas no aporta informacion sobre los valores que puede tomar la otra. En este caso es claro que

las distribuciones condicionadas son iguales a las distribuciones marginales

fly) = file) 5 Flyle) = fa2(y).
Esto puede demostrarse facilmente, por ejemplo en el caso continuo, desarrollando la definicién de la funcién
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de densidad marginal dada en (6.31)

fw = [ T ) dy = / " aly) faly) dy = Flaly) / " faly) dy = faly),

donde se ha aplicado que f(z|y) no depende del valor de y. Utilizando entonces la definicién de la funcién de
probabilidad (o de densidad) condicionada, vista en (6.36), en el caso de que las variables sean independientes

se cumplira

f(@,y) = fi(@) f2(y). (6.37)

Esto se suele tomar como la condicién necesaria y suficiente para la condicién de independencia, de forma
que diremos que dos variables aleatorias X e Y son independientes si la funcién de probabilidad conjunta
(o la funcién de densidad conjunta, en el caso continuo) puede expresarse como el producto de una funcién
de X y una funcién de Y, las cuales coinciden con las funciones de probabilidad (o de densidad) marginales.
Esta definicion de variables aleatorias independientes es equivalente a la definicién de sucesos independientes
vista en (5.15). En el caso de independencia es evidente que la funcién de distribucién conjunta también se

puede expresar en funcion de las funciones de distribucién marginales

Fa,y) = Fi(x) Fa(y).

6.3.3. Medias, varianzas y covarianza

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y") con funcién de probabilidad, o funcién de densidad,
conjunta f(z,y). Al igual que en el caso unidimensional, se pueden definir las medias, o esperanzas

matematicas, de cada una de las dos variables como (en el caso discreto y continuo)

px = E(X) = szif(xi;yj) s oy = E(Y) = Zzyjf(ﬁfi,yj%

MX=E(X)=/_O:O/_O:wa(:v,y) dr dy ; MYZE(Y)Z/_Z/_O:Oyf(:v,y) dr dy.

En el caso de tener una variable aleatoria expresada como una funcién g(X,Y") de las dos variables X e

Y, su media vendra dada por

Ei Zj g(xivyj)f(xivyj)

6.38
2 )50 9@ y) f(z,y) do dy (6:38)

He(x,y) = E(g(X,Y)) = {

En particular, si la funcién es una combinacién de lineal de las dos variables de la forma g(X,Y) = aX +bY
es inmediato que

LaX by = apix + by y en concreto : Ux+y = px + py. (6.39)

La esperanza matemadtica es entonces un operador lineal. Otra importante expresiéon puede deducirse supo-

niendo que g(X,Y) = XY. En este caso, si las dos variables son independientes, se cumple
[LXY:E(XY):E(X)E(Y):,U,X,MY, (640)
Para demostrarlo se parte de la definicién dada en (6.38) y se aplica la condicién de independencia (6.37)

uxy=/_o:o/:wyf(:v,y) dx dy:/:: /_Zwyfl(év)fz(y) dr dy =
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— /O; zfi(z) dx /O; yfa(y) dy = papy.

Por otra parte, se pueden definir las varianzas de X e Y, para variables aleatorias discretas y continuas,

como (en este caso sélo escribimos las varianzas de X, para Y las expresiones son andlogas)

03( = Var(X) = ZZ(% - MX)Qf(iUiayj)a

o0 o0
A= [ @-nx2st) doay
—o0 J —00
Una cantidad importante en el caso bidimensional es la covarianza. Se define ésta como
ey = Cov(X,Y) = E((X = px)(Y = iy). (6.41)
De manera que, en el caso discreto y continuo, es

oXy = Z Z(xi = px) (Y — by ) f(2i,y5)s (6.42)

Ao =[] @) - ) do dy (6.43)

Hay que indicar que en algunos textos no se incluye el cuadrado en la notacién de la covarianza, repre-

sentdndose ésta por oxy. Otra forma, til en la préctica, de expresar la covarianza es
oy = E(XY) — puxpy = pixy — pxpiy- (6.44)
Se puede demostrar desarrollando la expresién (6.42)

oy = Z Z(iﬂiyj —xipy — pxy; + pxpy) f(ziy;) =

? J

:E E Iiyjf(fi,yj)_,UYE E xif(d?i,yj)—uxg E ;i f (@i, y;)+
i g i i g
+MX/LYE E f(xi,y;)-
P

Puesto que el primer término es la esperanza matematica del producto XY y el sumatorio del tltimo término

es la unidad

oky = B(XY) — pypux — pxpy + fix iy = ixy — fxpy,
como queriamos demostrar.

Si aplicamos la relacién (6.40) a esta tltima expresién de la covarianza se obtiene que, para variables
aleatorias independientes, la covarianza es nula (oxy = 0). Este resultado indica que la covarianza es una
medida del grado de correlacion, o asociacion, entre las dos variables, al igual que ocurria con la covarianza
de una variable estadistica bidimensional. Un valor alto de la covarianza indicard una correlacién (positiva o
negativa, dependiendo del signo de la covarianza) importante (los valores de una variable tienden a aumentar
al aumentar la otra, en el caso de covarianza positiva). Hay que indicar, sin embargo, que el que la covarianza

sea nula no implica que las dos variables sean estaditicamente independientes.

Una expresién importante es la de la varianza de una combinacién lineal de variables aleatorias, la cual
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se puede expresar en funcién de las varianzas de ambas variables y la covarianza
02y ipy = a°0% +b20% + 2aboky . (6.45)
Para demostrarlo se parte de la definicién de varianza y se aplica la expresién (6.39)
iy =F ((aX +bY — fax4vy)?) = E ((aX +bY —apx — buy)?) =

= E ((a(X = px) +b(Y — py))*) =
= a’E (X — ux)?) + B (Y — py)?) + 20bE (X — px)(Y — py)) =
=ad’0% +b%05 + 2aboky .

En el caso importante de variables aleatorias independientes la covarianza es nula y, por tanto, (6.45) se
convierte en

Orxipy = a0k + b0y y en particular : 0%ty = 0% + 0. (6.46)

Nétese que la expresion es la misma para la suma o resta de dos variables aleatorias.

6.4. Teorema de Chebyshev

Como ya se ha visto anteriormente, la varianza, o la desviacién tipica, de una variable aleatoria proporcio-
na una medida de la dispersion, o variabilidad, de las observaciones respecto a su valor medio. Si la varianza
es pequena la mayoria de los valores de la variable se agrupan alrededor de la media. Por el contrario, si o es
grande existird una gran dispersién de estos valores. En este sentido, el teorema de Chebyshev establece
una relacion entre la desviacién tipica y la probabilidad de que la variable tome un valor entre dos valores
simétricos alrededor de la media. En particular, proporciona una estimacién conservadora de la probabilidad

de que una variable aleatoria asuma un valor dentro de k desviaciones tipicas alrededor de la media.

El enunciado del teorema es el siguiente: Sea una variable aleatoria X con media p y desviacion tipica o.
La probabilidad de que X tome un valor dentro de k desviaciones tipicas de la media es al menos 1 — 1/k2.
Es decir

1
P(,u—kU<X<u+kU)21—ﬁ. (6.47)

Para demostrarlo, en el caso continuo, desarrollamos la definicién de varianza

pn—ko pu+ko [e'S)
- / (2 — w2 f(z) do + / (2 — w)?f(z) do + / (x — 1 f(z) d,

—00 pn—ko pn+ko

entonces

> " e () da | @i an

—0 ptko
puesto que ninguna de las integrales es negativa. Puesto que en los intervalos que cubren las dos ultimas
integrales siempre se cumple

|z —p| > ko = (z — p)? > k*0?,
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y por ello
pn—ko 0o
o? > / k*o?f(x) dx +/ k*0?f(x) dx
—0 pn+ko
1 pn—ko [e'S) pn+ko
= w2 e [ s@a=1- [0
k —o0 ptko u—ko

puesto que el segundo término es la probabilidad de que X tome un valor fuera del intervalo (u— ko, p+ ko).

Por tanto
p+ko

P(u—ko<X<u+k0)=/ f(:v)d:vzl—ﬁ,
pn—ko

como queriamos demostrar.

Notese que, por ejemplo, haciendo k& = 2, el teorema nos dice que la probabilidad de que una variable,
con cualquier distribucién de probabilidad, tome un valor més cerca de 20 de la media es al menos 0.75.
Para calcular un valor exacto de estas probabilidades habra que conocer cual es la forma de la distribucién
de probabilidad. Anédlogamente el intervalo g + 30 (k = 3) contiene al menos el 89 % de la distribucién y

u =+ 4o (k =4) contiene al menos el 94 %.
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Capitulo 7

Distribuciones discretas de
probabilidad

“La vida merece la pena sélo por dos cosas: por descubrir las

matematicas y por ensefiarlas.”

Siméon Poisson (1781-1840)

Existen muchos fenémenos naturales que obedecen a distribuciones de probabilidad similares. En este
tema vamos a conocer algunas de las mas frecuentes e importantes.

El comportamiento de una variable aleatoria queda, en general, descrito por su distribucién de proba-
bilidad, o funcién de probabilidad f(x), que, en el caso de que la variable sea discreta, indica la probabilidad
de que se dé cada uno de los valores z posibles de la variable aleatoria (f(z) = P(X = z)). La préactica indica
que muchos experimentos aleatorios tienen comportamientos similares, de forma que sus resultados siguen
la misma distribucién de probabilidad. En este capitulo se van a presentar las principales distribuciones

discretas de probabilidad. Existen otras distribuciones discretas que no se abordaran aqui por brevedad.

7.1. Distribucion discreta uniforme
B

La distribucién uniforme es la mas simple de todas las distribuciones discretas de probabilidad. Diremos
que tenemos una distribucién discreta uniforme cuando todos los posibles valores de la variable aleatoria
sean igualmente probables. En este caso, si la variable aleatoria X puede tomar los valores x1, o, ..., 2, con

probabilidades iguales, la funciéon de probabilidad vendra dada por

1
flzyn) = —, donde =z =ux1,22,...,2, (7.1)
n

por la condicién de normalizacién (6.2) (3 f(x;) = 1). Se ha utilizado la notacién f(x;n) puesto que, en este
caso, la distribucién de probabilidad depende (uinicamente) del pardmetro n, o nimero de valores posibles.

Las expresiones para la media y varianza de esta distribucién son, evidentemente

: n n
=1

i i—1 i
H:Z%Jc(%vn)zz_: =l )
=1

n

- T; — 2 ?7’_ T; — 2
o2 — Z(xz — ) f(xin) = Z ( n#) _ Dol 1) .

: ‘ n
i=1 =1
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Ejemplo IT1-13 Lanzamiento de un dado (no trucado). Es una distribucién discreta uniforme.

z=1,2,3,4,5,6 n="6 f(w;6)=é
H:Z%:1+2+3+4+5+6:§:3.5
n 6 6
2 2
ENIDYIC Sl DY C 902 = o=171

n 6

7.2. Distribucion binomial
S

Supongamos un experimento aleatorio consistente en realizar un niimero de ensayos o pruebas repetidas,
cada una de ellas con tnicamente dos posibles resultados mutuamente excluyentes, que denominaremos éxito
o fracaso. Supongamos que la probabilidad de obtener un éxito en un ensayo es siempre constante y que los
diferentes ensayos son independientes, en el sentido de que el resultado de un ensayo no afecta a los otros.
En este caso diremos que tenemos un proceso de Bernoulli. En concreto, el proceso de Bernoulli debe

tener las siguientes propiedades

1. El experimento consiste en n ensayos repetidos.
2. El resultado de cada uno de los ensayos puede clasificarse en ézito o fracaso (excluyentes).
3. La probabilidad de éxito, que denotaremos por p, es constante en todos los ensayos.

4. Los diferentes ensayos son independientes.

Ejemplos de procesos de Bernoulli son la prueba de articulos de una cadena de produccién para determinar
cudles son defectuosos, la extraccién de una carta para ver si es de un palo o no (siempre que se devuelva la
carta extraida a la baraja) o la observacién del sexo de recien nacidos.

Se define la variable aleatoria binomial como la funcién que da el niimero de éxitos en un proceso de
Bernoulli. Evidentemente, la variable binomial X podré tener valores en el rango X = {0,1,2,...,n}, donde
n es el nimero de veces que se repite el ensayo. La distribucién de probabilidad asociada con esta variable

aleatoria se denomina distribucién binomial y vendra representada por
f(z) = P(X = x) = b(z;n, p),

ya que depende del niimero de ensayos n y la probabilidad de éxito p en un solo ensayo. Para calcular una
expresién para b(x;n,p) consideremos la probabilidad de que se obtengan x éxitos y n — x fracasos en un
orden determinado. Llamando ¢ a la probabilidad de fracaso (que serd evidentemente ¢ = 1 — p) y teniendo
en cuenta que los n ensayos son independientes, la probabilidad de esa disposiciéon de resultados particular
sera el producto de las probabilidades de cada ensayo, es decir

x n—x
x

~ T n—
P...pq...q=p ¢" ",

Para calcular la probabilidad total de x éxitos, tenemos que sumar la probabilidad anterior para todas
las disposiciones posibles de resultados en que se dan esos x éxitos. Ese ntimero se puede calcular como las

permutaciones con repeticién de n elementos con x y n — x elementos repetidos, que por (5.22) se puede
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n! n
prEn—r — _ ]
" xl(n — z)! < x )

De esta forma, la probabilidad de obtener x éxitos, o la distribucién de probabilidad binomial, viene dada

expresar como

por

b(z;n,p) = < " ) prg" e, donde x=0,1,...,n (7.2)
x

El término de distribucién binomial viene del hecho de que los diversos valores de b(z;n,p) con x =

0,1,2,...,n corresponden a los n 4+ 1 términos de la expansién binomial de (¢ 4+ p)™ pues

(¢+p)" = ( g )tf”r(?)pq” 1+<Z>p2q” 2+---+<Z>p”—

(¢+p)" =b(0;n,p) +b(L;n,p) + ...+ b(nin, p) Z( ) "

Nétese ademds que, puesto que (g + p) = 1, la expresién anterior implica

> b(ain,p) = ( Z )pwq"ﬂ =1,

=0 =0

como debe cumplir cualquier funciéon de probabilidad.

Dado que el célculo de probabilidades binomiales por la expresién (7.2) es, generalmente, laborioso, en
la Tabla I (Apéndice A) se presentan las probabilidades de que la variable aleatoria binomial X tome los
diferentes posibles valores para diferentes n y p. Con frecuencia es necesario calcular la probabilidad de que
X sea menor a un determinado valor, o esté en un intervalo dado. Para ello es necesario calcular la funcién

de distribucién de la variable aleatoria bidimensional
P(X < =z) = B(z;n,p) Zbrnp (7.3)

cuyos valores se encuentran tabulados en la Tabla IT (Apéndice A) para diferentes valores de n y p. En

realidad se tabula .

P(X >r) = b(x;n,p),

=T

utilizando la notacién de la tabla. Es decir se tabula la cola de la derecha.

Un caso particular importante de la distribucién binomial es cuando n = 1, es decir, cuando sélo se hace
un ensayo. En este caso llamaremos variable de Bernoulli a X, que s6lo podra tomar los valores 0 (fracaso)

y 1 (éxito), y diremos que tenemos una distribucién de Bernoulli. La funcién de probabilidad serd
1 r 1—x xr 1—x q ) z=0
f(@—( )p ¢' " =pq —{ o (7.4)

Calculemos a continuacién la media y la varianza de la distribucién de Bernoulli
1
p=> wif(z:)=0q+1p=p, (7.5)

11'20
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1
o? = alf(w) —p’ =0+ 1’p—p* =p—p*=p(1 —p) = pq. (7.6)

Iizo
Estas relaciones pueden utilizarse para calcular la media y la varianza de la distribucién binomial. Efec-
tivamente, la variable binomial puede expresarse como la suma de n variables de Bernoulli (indepen-
dientes) (z = x1 + 22 + ... + x,) y, por tanto, la media de la distribucién binomial, utilizando (6.39)

(Hax by = apx + buy) vendra dada por

n

—_—N—
BX = X 4 Xoho 4 X, = UX; T X, oo+ pix, =p+Dp+...+p

= = mnp. (7.7)

Asi mismo, podemos utilizar (6.45) para calcular la varianza de la distribucién binomial, y puesto que

: : . 2 — 252 2,2
las n variables son independientes (07, = a°0% + b%0y)

n

U§(:U§(1+Xz+m+xn:0§(1+0§<2—|—...—|—0§<n =pq+pg+...+pq

= o = npq, (7.8)

y, por tanto, la desviaciéon tipica sera
o = \/npq. (7.9)

Una propiedad importante de la distribuciéon binomial es que serd simétrica en el caso de p = q y
presentard asimetria a la derecha (serdn mds probables los valores bajos de x) cuando p < ¢ (y al contrario),
como es légico esperar. La distribucién binomial es de gran utilidad en numerosos campos cientificos, incluido

el control de calidad y aplicaciones médicas.

Ejemplo I1-14 Sea un jugador de baloncesto que tiene que tirar 3 tiros libres. Sabemos que su promedio de acierto es del

80 %. Determinemos las probabilidades de que enceste 0, 1, 2 6 3 canastas.

Si llamamos: Canasta — S ; Fallo — N; x: nimero de canastas o puntos.

Podemos calcular la probabilidad de cada suceso como el producto de las probabilidades de cada tiro ya
que son sucesos independientes.

T P

sss | 3] 0512
SSN | 2| 0128 P(S)=08 P(N)=02
SNS | 2| 0.128
SNN | 1| 0.032 P(SSS) = 0.8 x 0.8 x 0.8 = 0.512
WEES | 2 ) el P(SSN) = 0.8 x 0.8 x 0.2 = 0.128
NSN | 1| 0.032
s | 1| o003 P(SNN) = 0.8 x 0.2 x 0.2 = 0.032
NNN | 0 | 0.008 P(NNN) = 0.2 x 0.2 x 0.2 = 0.008

1.000

La probabilidad de cada x se calcula sumando las probabilidades para cada disposicion:
P(x =0) =0.008 P(x=1) =3 x0.032 = 0.096
Plx=2)=3x%x0.128=0.384 Pz =3)=0.512
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Ejemplo 11-14

7.3.

(Continuacion.)

La prob. de 2 éxitos en 3 intentos:

p? ¢t =0.82x02' =0.

128

El numero de disposiciones para

cada x:

(=3 P§”°=<§>=
(e =2) P§’1:<z>:
(@=1) P;’2—<f)—
(@=0) P§’3—<3)—

310!

2111

112!

0'3!

3!

3!

3!

También puede buscarse en las tablas.

En este caso en la Tabla I ¢
p=080yz=0,1,2,3.

Si queremos calcular la proba

que acierte 2 o mds canastas,

on n = 3,

bilidad de

debemos

calcular la funcién de distribucién.

o buscar en la Tabla IT con n =3, r = 2, p = 0.80.

La media se obtiene como:

p=np=3x08=24

También puede usarse:

n Tr Nn—I
b(x;n,p) = ( >p q
b(x;3,0.8) ( ) 0.8%0.257%
3
0

b(0;3,0.8) = < )0802 = 0.008
3
b(1;3,0.8) = <1>08O2 = 0.096
3
b(2;3,0.8) = . 0.80.2"' = 0.384
b(3;3,0.8) = < )0802 = 0.512
@ || Ol cosoos 0.7 0.8 09...
2 0
1
3 0 0.008
1 0.096
2 0.384
3 0.512
4 0

P(X > 2) Z (x;3,0.80) = 0.384 + 0.512 = 0.896

puede comprobarse haciendo,

3

u:be(x;n,p) =24

=0

Distribucion de Poisson

La varianza y la desviacion tipica:
0> =npg=3x08x0.2=0.48 — o= 0.69

puede comprobarse haciendo,

3

o= Z(x — w)? b(x;n,p) = 0.69

z=0

Consideremos un experimento aleatorio consistente en medir el niimero de resultados, o sucesos de un tipo

dado, que se producen en un cierto intervalo continuo. Este intervalo puede ser un intervalo de tiempo, de

espacio, una region dada, etc. Ejemplos de este experimento podrian ser: el niimero de particulas radiactivas
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emitidas por un material en un tiempo dado, el nimero de fotones que llegan a un detector en un tiempo
fijado, el numero de dias al afo en que llueve en un cierto lugar, el nimero de estrellas que se observan en
el cielo en cuadriculas del mismo tamano, etc. Diremos que un experimento de este tipo sigue un proceso

de Poisson cuando se cumplan las siguientes condiciones:

1. El nimero de resultados que ocurren en un intervalo es independiente del nimero que ocurre en
otro intervalo disjunto. Es decir, los sucesos aparecen aleatoriamente de forma independiente. Se dice

entonces que el proceso no tiene memoria.

2. La probabilidad de que un resultado sencillo ocurra en un intervalo pequeno es proporcional a la
longitud de dicho intervalo. Ademds dicha probabilidad permanece constante, de forma que se puede

definir un nimero medio de resultados por unidad de intervalo. Se dice que el proceso es estable.

3. La probabilidad de que ocurra mas de un resultado en un intervalo suficientemente pequeno es despre-

ciable.

Se define entonces la variable aleatoria de Poisson como el nimero de resultados que aparecen en un
experimento que sigue el proceso de Poisson. Nétese que el campo de variabilidad de la variable de Poisson
serd: X = {0,1,2,...}. La distribucién de probabilidad asociada con esta variable se denomina distribucién
de Poisson y dependerd fundamentalmente del nimero medio de resultados (o sucesos) por intervalo, que

denotaremos por \. De esta forma, la distribucién de Poisson se escribe
f(@) = P(X = z) = p(x; A).

Para calcular una expresion para p(x; \) es importante relacionar la distribucién de Poisson con la bi-
nomial. Efectivamente, la distribucién de Poisson aparece como limite de la distribuciéon binomial cuando
el niimero de observaciones en ésta iltima es muy grande y la probabilidad de que en una observacion se
dé el suceso (se obtenga un éxito, en la nomenclatura de la distribucién binomial) es muy pequefia. Para
ello dividimos el intervalo de observacién en n intervalos muy pequenos, con n suficientemente grande para
que, por la tercera propiedad del proceso de Poisson, no se puedan dar dos sucesos en cada subintervalo, y la
probabilidad p de que ocurra un suceso en un subintervalo sea muy pequena. De esta forma, el experimento
de observar cuantos sucesos aparecen en un intervalo se convierte en observar si ocurre o no un suceso en n
subintervalos (proceso de Bernoulli). Podemos suponer entonces una distribucién binomial con n ensayos y

probabilidad de éxito en cada uno p, que podremos escribir

bz m.p) = < Z >panz _n(n- 1)...(n—x+1)pz(1_p)n71.

x!

Nétese que, aunque n — oo y p — 0, el nimero medio esperado de sucesos en el intervalo total ha de

permanecer constante, e igual a A, es decir: u = np = A. Haciendo tender n a infinito y sustituyendo p por

A/n
lim b(z;n,p) = lim nn—1)...(n—z+1) (i)””(l_gy‘w

n—00 n—00 z! n n

_ lim n(n—l)...(n—x—i—l))\_(l_é) (1_é> :)\_6_/\7

n—0o0 n x!

donde se ha introducido el valor de los siguientes limites

Y n(n—l)...(n—x—i—l): I 1(1_%)"'(1_:5—1):1

n—oo n¥ n—oo
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n n/(=A)\ ~A
, AN 1 Y
s (1-7) = (er;o (14 w) ) =

De esta forma, la distribucién de probabilidad de Poisson, o probabilidad de que se den = sucesos en un
proceso de Poisson con valor promedio A, vendra dada por
xr

A
p(x; A) = —'e_)‘, donde x=0,1,2,... (7.10)
x!

Aunque el campo de variabilidad de X es infinito, las probabilidades disminuirdn muy rapidamente al
aumentar x (Nétese que z > A = A* < z!). Es inmediato comprobar que esta funcién de probabilidad

cumple la propiedad de que la suma para todos los valores de x de las probabilidades es la unidad, ya que
A? e — AN Y
Zp:v)\ ;}x - (1+1,+§+ ) e et = 1.

Para facilitar su célculo, en la Tabla III (Apéndice A) se da la funcién de distribucién de Poisson (o

probabilidades acumuladas) para diferentes valores de A\ y z, definida como

Zpr)\ Z)\T -

=0

Es facil demostrar que la media de la distribucién de Poisson coincide con el pardmetro A, como cabria

esperar
= i:vp(x A) = ixﬁe_’\ = ixﬁe_)‘ = )\i L_le_’\
=0 , =0 ! x=1 ! r=1 (.I - 1)' '
Haciendo el cambio de variable y = x — 1
u:)\Zae =)\Zp(y;)\)=)\><1 = w=A\ (7.11)

Para calcular la varianza o2

encontramos primero una expresién alternativa para dicho parametro. En
general

0’ =E(X?)—p*=E(X?)-BEX)+p—-p*=E(XX 1)) +p—p’ (7.12)

En el caso particular del célculo de la distribuciéon de Poisson podemos entonces desarrollar la esperanza que

aparece en el ultimo término de la expresiéon anterior

> AT 0 \Z © A2
_E: —/\_2: - _ 22: -2
E( —1 = < (E—l —e —mzzfﬂ(l'—l)ge =\ szme .
Haciendo el cambio de variable y = x — 2
E(X(X —1)) =\ EOO:A‘U A2§ : = \?
- « y| p y? - 9
=

C=EXX-D))+p—p?=XNtp—p? =t p—p=p

Es decir, la varianza de la distribucién de Poisson coincide con su valor medio y con el pardmetro A que
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fija la funcién de probabilidad. La expresion para la desviacién tipica se suele expresar en teoria de la senal

diciendo que el error (desviacién tipica) es la raiz cuadrada de la senal (valor medio).

Respecto a la forma de la distribucién de Poisson se encuentra que presenta una asimetria a la derecha

y tiende a hacerse simétrica cuando n — oo.

Ejemplo I1-15 Sea un detector astronémico al que llegan una media de 3 fotones cada segundo. Calcular las probabilidades
de que lleguen 0,1,2,3,4, ... fotones/s.

Es una distribucién de Poisson con A = 3.

(@A) p(z; ) A%y 3 3
(1:3)" 0.15 Probabilidades acumuladas:
(2;3) 0.22
3
E3’3; 0-22 Pz <3) =) p(w;A) = 0.05+0.15+0.22+0.22 = 0.64
4:3) 0.17
) x=0

(5;3) 0.10

o mirando en la Tabla IIT (A = 3 y x = 3) que sale
(6;3) 0.05
(7:3) 0.02 0.647.

También usando las tablas se puede calcular la probabi-
(8;3) 0.008
(9?3) 0.003 lidad de un valor concreto (ej: 5) haciendo:
(10;3) 0.0008 5 4

p(5:3) = > p(x;3) =Y p(;3) = 0.916—0.815 = 0.101
(50;3) 1.2 x 10742 w=0 o0

La media se obtiene como:
u=A=3

y podemos comprobarlo haciendo,

oo 10
= pr(:c;3) ~ Z:cp(x; 3)=297~3
=0 z—()
La desviacion tipica:
o=VA=V3=173

Y se puede comprobar (saldria exacto si se sumaran todos los términos hasta infinito),

o=, (z—p)2p(@;3) =1.72 ~1.73
=0

Las aplicaciones de la distribucién de Poisson son numerosas, desde el control de calidad y el muestreo de
aceptacién hasta problemas fisicos en los que se mide el nimero de sucesos que se dan en un tiempo dado, o el
nimero de casos que aparecen en una superficie. Recuerdese ademds que es una buena aproximacién aplicar

esta distribucién a distribuciones binomiales con un gran niimero de ensayos y probabilidades pequenas.
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Ejemplo I11-16 Aproximacién de la distribucién binomial a la de Poisson.

Sea un experimento binomial donde se realizan n = 17 ensayos. La probabilidad de éxito en cada uno es
p = 0.05. Calcular la probabilidad de obtener z = 4 éxitos.

Usando las tablas con n = 17,p = 0.05,

Pz =4) = b(4; 17,0.05) = 0.008

Si la aproximamos por una distribucién de Poisson,
p== — A=pn=20.85

4
sz@:p@&%%J%?ew%zﬁmg

La aproximacién es mejor si el nimero de ensayos aumenta.
Por ejemplo para n = 1000, p = 0.001 y z = 2,

1000
b(2; 1000, 0.001) = x 0.0012 x 0.9991°00=2 — 0.184
P(z=2)= 2

p(21) =L ! = 0.184
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Capitulo 8

Distribuciones continuas de
probabilidad

“iCémo nos atrevemos a hablar de leyes del azar? jNo es el

azar la antitesis de toda ley?”

Bertrand Russell (1872-1970)
En este tema se presentan algunas de las distribuciones continuas de probabilidad mas comunes y fre-

cuentemente utilizadas en Fisica. También resultan fundamentales a la hora de tomar decisiones en inferencia

estadistica y al realizar contrastes de hipétesis, como se estudiard mas adelante.

8.1. Distribucion continua uniforme
B

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién continua uniforme cuando su funcién de
densidad f(x) toma valores constantes en el intervalo [a, b]. Es decir, f(z) = K en ese intervalo y, por tanto,
la probabilidad de que tome un valor en cualquier incremento (de la misma anchura) dentro de ese intervalo

es la misma. Para calcular esa constante aplicamos la condicién de normalizacién de la funcién de densidad

e’} b b
1
—o0 a a —a
Por lo tanto la funcién de densidad tiene la forma
0 r<a
f@)=9 &= a<z<b (8.1)
0 r>b

Podemos ademés calcular la funcién de distribucién F(z). Cuando z esté en el intervalo [a, b]

r | T—a
F(z)=P(X = t) dt = dt =
@ =P <a)= [ swa- [ Za-7="
y, en general,
0 z<a
Flx)=q &2 a<xz<b (82)
1 x>0
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(b—a)

a b X a b X

Figura 8.1: Funcién de densidad, f(x), y funcién de distribucién, F'(x), para una distribucién continua uniforme.

La representacion grafica de la funciéon de densidad y de la funcién de distribucién serd como la mostrada

en la Figura 8.1.
La media, o esperanza matematica, de la distribucién continua, se puede expresar como
b

T O S e

b
o a2t (8.3)
2
Por otra parte, la varianza puede calcularse como
00 b 2
9 9 a+b dx
= — d = — =
= [ wnpt@ o= [ (-0 S
3 2 70
I j2° a4 bx2 (e +0b -
b—a | 3 2 2
Desarrollando se llega a la expresién para la varianza y la desviacién tipica
5 (b—a)? b—a
0" = — ; o= . 8.4
12 V12 (8.4)

8.2. Distribucion normal

La distribuciéon continua de probabilidad méas importante de toda la estadistica es, sin duda alguna, la
distribucién normal. La importancia de esta distribucién se debe a que describe con gran aproximacion la
distribucién de las variables asociadas con muchos fenémenos de la naturaleza. En particular, las medidas de
magnitudes fisicas suelen distribuirse segin una distribucién normal. Por ejemplo, la distribucién de alturas
de un grupo de poblacién, las medidas de calidad de procesos industriales, o la distribucién de temperaturas
de una poblacién, se pueden aproximar por distribuciones normales. Ademds, los errores en las medidas
también se aproximan con mucha exactitud a la distribucién normal. Por otra parte, bajo ciertas condiciones,
la distribucién normal constituye una buena aproximacién a otras distribuciones de probabilidad, como la
binomial y la de Poisson. Frecuentemente, a la distribucién normal se la denomina también distribucién

gaussiana.
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f(x)

F(x) 1.0

0.5 0.5

Figura 8.2: Funcién de densidad, f(z), y funcién de distribucién, F(z), para una distribucién normal. Se muestran

las representaciones correspondientes a dos valores de la media p y la desviacién tipica o.

8.2.1. Definicién y propiedades

Por definicion, se dice que una variable aleatoria continua X sigue una distribucién normal de media

1y desviacién tipica o si su funcién de densidad es

1 _(==m?

f(z) = N(p,0) = e 202 ; —00 < T < 00 (8.5)

oV 2T

De esta forma, una vez que se especifican y y o la distribuciéon queda determinada completamente. Puede
comprobarse que esta distribucién de probabilidad cumple la condicién de normalizacién dada en (6.4), ya

que
_(m=w)? 1

oo 1 00 1 © L2
d = — 202 d = — T2 d = —V 2 - 1, 86
/700 J(x) do oV 2w [00 ‘ v V2T Loo ‘ ‘ V2 i (8.6)

donde se ha hecho el cambio de variable z = (z — p)/o (es decir de = o dz) y se ha aplicado el siguiente
valor tabulado de la integral: [ e dy = \/7/a.

Gréficamente (Figura 8.2), la distribucién de probabilidad normal tiene forma de campana (llamada
campana de Gauss, o curva normal), simétrica (por depender de x a través del término (x—u)?), centrada en y
y con anchura proporcional a o (como es 16gico esperar del significado de la desviacién tipica). Evidentemente,
el maximo de la funciéon de densidad ocurre para x = p y, por tanto, media, mediana y moda coinciden en
ese punto. Se puede demostrar que los puntos de inflexion de la curva normal estén situadosen u—o y pu+o.
La curva tiende asintGticamente a cero al alejarse del valor medio. Ademds, por (8.6), el drea entre la curva

normal y el eje X es la unidad.

La funcién de distribuciéon normal, util para el calculo de probabilidades, vendra dada por

1 v _=w?
F(z)=P(X <x) = / e 22 di. (8.7)

oV 2T
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Es claro que la probabilidad de que X tome un valor entre x; y x2 puede calcularse por

(m u)

P(z1 < X < x9) dx. (8.8)

a\/ 2

Se puede demostrar que, efectivamente, los parametros p y o de la distribucién normal coinciden con la

media y la desviacién tipica de dicha distribucién. Para el caso de la media

p00 = [ et de= e [ a S de= o [ e a

= zf(x) do = xe 2o T =— oz)e T dz,
oo oV21 ) 21 J oo :

donde hemos aplicado el mismo cambio de variables que anteriormente (z = (z—pu)/0). Separando la integral

en dos términos

B(X T d

z—l—\/_

_22]%
—e 2:| :‘LL7
— 00

=g
:\/%@Jr\/%[

como queriamos demostrar. Para la varianza

Var(X) = /_ (x — p)?f(x) do = U\}% i (x — ;L)Qe_(m;rl;)z dzx =

22
= 22e” 7 dz,
V2T J_oo

donde se ha hecho el mismo cambio de variable. Integrando ahora por partes haciendo u = z, dv = ze=% /2 dz,

de forma que: du =dz y v = —e‘z2/2, se obtiene
Var(X) = -2 S IR R 0+ V2
ar = —| —ze % + e 2 dz ) = — ( + )
( ) V2m ( —o0 /—oo > V2

8.2.2. Distribucién normal tipificada

La dificultad de integracién de las ecuaciones (8.7) y (8.8) para calcular probabilidades de una distribucién
hace que sea sumamente til presentar las areas bajo la curva normal en forma tabular. Para no tener que
presentar estas tablas para todos los posibles valores de u y o se define la variable normal tipificada Z

a partir de una transformacién lineal de la variable original X de la forma

X—p

Z = (8.9)
o
Haciendo esta sustitucién en la funcién de densidad de X (f(x)dz = f(z)dz)
1 _e-w? 1 =2
f(x) = —=e" 27 = f(z) = —e~ 2 = N(0,1). (8.10)

Por lo tanto, la variable tipificada sigue una distribucién normal con media 0 y desviacién tipica 1, llamada
funcién de densidad tipificada, o estandar. Es claro que esta distribucién no depende de ningtin parametro
y su representacion grafica es una campana simétrica respecto al eje z=0, en el que alcanza el maximo valor.

El problema de calcular la probabilidad de que X se encuentre en un intervalo (z1,z2) se puede reducir

entonces a calcular la probabilidad de que Z esté en un intervalo equivalente (21, 22)

P(x1 < X <x9) = P(21 < Z < 29), con 2z =

y
o o
Por lo tanto, usando la variable tipificada sélo es necesario trabajar con una tabla de la distribucién

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



8.2 Distribucién normal 93

f(z) f(z) f(z)

()Za 7z —zaO Z, Z 7, Zg 7z

Figura 8.3: Determinacion de la probabilidad para la distribucién normal tipificada.

normal. En la Tabla IV (Apéndice A) se presentan las probabilidades de que Z tenga un valor mayor que
un z, dado. Se tabulan unicamente los valores de z, > 0. Es lo que se conoce como la areas de la cola

derecha de la distribucién

1 022
P(Z > z, za:—/ e 7 dz
(Z>z2)=a="7= |
Ejemplo : P(Z > 1.75) = 0.0401

Para calcular la probabilidad de que Z esté por debajo de un determinado valor z, se usard, por el

condicién de normalizacién

P(Z<zy)=1-P(Z>z2,)=1-«
Ejemplo: P(Z < 1.75) =1 —0.0401 = 0.9599

Asimismo, si z, fuese negativo, por ser la curva simétrica

P(Z>(—24))=1—-P(Z<(=24)=1-P(Z > zy)=1—«
Ejemplo : P(Z > —1.75) = 0.9599

y la probabilidad de que Z esté entre dos valores se calcula por

P(Zl<Z<22):P(Z>Zl)—P(Z>ZQ)
Ejemplo : P(-1<Z<05)=P(Z>-1)—P(Z>05)=
=(1-P(Z>1)—-P(Z>05)=1-0.1587—0.3085 = 0.5328

como puede comprobarse en las graficas (Figura 8.3).

En particular, puede calcularse la probabilidad de que Z se encuentre en el intervalo (—1,1), correspon-

diente a un intervalo (u — o, 4 + o) para cualquier distribucién normal

Pu—-o<X<pu+o)=P(-1<Z<1)=P(Z>-1)-P(Z>1)=
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=(1-P(Z>1)-P(Z>1)=1-2P(Z>1)=1-2x 0.1587 = 0.6826

De manera andloga
Plu—20<X <pu+20)=P(-2<Z<2)=0.9544

P(p—30 <X < p+30)=P(—3< Z<3)=0.9973

Notese que estas probabilidades son més precisas que las que daba el teorema de Chebyshev, que indicaba

que las probabilidades eran, como minimo 0.0, 0.75 y 0.89, para 1o, 20 y 30 respectivamente.

8.2.3. Relacién con otras distribuciones

Existe un teorema béasico en estadistica que explica porqué la distribucién normal es tan frecuente. El
teorema es el siguiente:

Teorema del limite central: Si X, Xo,..., X, son variables aleatorias independientes con medias
i, desviaciones tipicas o;, y distribuciones de probabilidad cualesquiera (y no necesariamente la misma), y

definimos la variable suma Y = X; + X5 4 ... + X,,, entonces, cuando n crece, la variable

7 — Y - 22?:1 Hi
D ic1 Uz'2

tiende hacia una distribucién normal estdndar N(0,1). Es decir, las probabilidades de Y las podremos
calcular utilizando la distribucién normal N (>~ p;, \/Z—of ). Esto explica por qué una medida de un fenémeno
natural que estd influenciado por un gran nimero de efectos (con cualquier distribucién) ha de de seguir una
distribucién normal. Hay que indicar ademads que, cuando las variables X; siguen distribuciones normales,
no es necesario que n sea grande para que la variable suma siga una distribucién normal. Este teorema es
de gran utilidad en temas posteriores.

El teorema del limite central ademas nos permite relacionar otras distribuciones con la distribucién
normal. En particular, el cdlculo de probabilidades de la distribucién binomial puede efectuarse usando
tablas, pero puede hacerse muy complicado cuando n (nimero de ensayos) se hace muy grande, superando los
valores tabulados. Para estos casos, la distribucién normal supone una buena aproximacion a la distribucién

binomial. En particular, si X es una variable aleatoria binomial con media y = np y desviacién tipica

o = /npq, la variable
X —np

v npq

sigue la distribucién normal tipificada (o estdndar) cuando n tiende a infinito (teorema de Moivre). Esto es

Z = (8.11)

una consecuencia inmediata del teorema del limite central ya que la variable binomial puede considerarse,

como ya vimos, como la suma de n variables de Bernoulli con media u = p y varianza o2 = pq, de forma que

Z:X—E?:lﬂi:X_Z?:lp:X_”p

2107 2impd VP
Esta importante propiedad se puede comprobar ademés empiricamente calculando probabilidades binomiales
y normales. Como la distribucién binomial se hace més simétrica cuando p es préximo a 0.5, la distribucién
tiende més rdpidamente a la normal para esos valores de p. Para p proximos a 0 6 1, habrd que aumentar
mucho n para que la asimetria, clara para un nimero pequeno de ensayos, desaparezca. Como regla préactica
podemos considerar que la distribucion normal es una aproximacion aceptable de la distribucién binomial
cuando tanto np como ng sean mayor que 5 (n p > 5;n g > 5). Esto quiere decir que si p = 0.5, bastard con

que n = 10 para que la aproximacion sea aceptable, pero para p = 0.1, serd necesario que el ntimero de
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ensayos sea, al menos, 50.
De forma similar existe una relacion entre la distribucion normal y la de Poisson. En particular, si X es

una variable aleatoria de Poisson con pardmetro A, la variable

X -\
Z=""
VA

sigue la distribucién normal estandar cuando A tiende a infinito. Es decir, la distribucién de Poisson se puede

(8.12)

aproximar a la normal con pardmetros 4 = A y 0 = v/A (Recordemos que X era la media y la varianza
de la distribucién de Poisson). Esta aproximacién empieza a ser aceptable para A > 5. Es también una
consecuencia del teorema del limite central, ya que la variable de Poisson se puede considerar como la suma
de muchas variables de Poisson subdiviendo el intervalo de medida.

La aplicacién de la distribuciéon normal es entonces muy t1til para calcular probabilidades de la distribucién
binomial o de Poisson cuando n (6 A) es grande. Hay que tener en cuenta que al pasar de una variable discreta
X a una continua X’ habrd que utilizar la, llamada, correccién de continuidad, que consiste en calcular las
probabilidades como

P(ry < X <) = P(r1 — 0.5 < X' < 29 +0.5).

8.3. Distribucién x? de Pearson
S

Sean X7, Xs,..., X, n variables aleatorias normales con media 0 y varianza 1 independientes entre si,
entonces la variable
2=X+X3+...+X? (8.13)

recibe el nombre de x? (chi-cuadrado) con n grados de libertad. La funcién de densidad asociada es la

distribucién x? de Pearson, que se puede expresar como

(n/2)—le—m/2 x>0

flz) = { FTGD (8.14)

0 z <0

donde I'() es la funcién gamma, definida, para cualquier real positivo a, como
INa) = / e ™ dx con a>0. (8.15)
0

Nétese que la variable x? toma tinicamente valores positivos, al ser una suma de cuadrados. Ademés su
distribucién depende tinicamente del pardmetro n, o nimero de grados de libertad. Graficamente, su funcién
de densidad es muy asimétrica (para n = 1 corresponde a elevar al cuadrado una curva normal tipificada),
pero se va haciendo méas simétrica a medida que n aumenta.

En particular, para n > 30, es una buena aproximacién suponer que la variable m se distribuye como
una distribucién normal con media \/2n — 1 y varianza 1 (N(v/2n — 1,1)).

Una propiedad importante de la distribucién x? es que si x2, y x2, son dos variables x? con grados de
libertad n; y no respectivamente, entonces la variable suma 2 = x2 .+ X?m es una x2 con n = nq + no
grados de libertad. Esto es evidente a partir de la definicién dada en (8.13).

La media y la varianza de la distribucién y? estén dadas por

L=n ; o? =2n. (8.16)
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e
w
T

02 -

0.1 -

Figura 8.4: Distribuciones x?.

Para demostrar estas relaciones partimos de la definicién de x? (8.13) y utilizamos la propiedad de la media

y varianza de una suma de variables independientes

om0 8 (Y7 ) Y.

0? = Var(x?) = Var (Z Xf) = ZVar (Xf) .
i=1 i=1

Es necesario entonces calcular la media y la varianza de un variable X?. Puesto que X; es normal con media

0 y varianza 1, se cumple

ok, =E(X})-pk, = 1=E(X})-0 = E(X7)=1

2 2

Para calcular la varianza de X? hacemos

=2

Var (X7) = 0% = E (X}) — k2 = \/%/003;46 T de— E(X2)°.

i

Integrando por partes con u = 2° y dv = ze="/2dy (= du = 32% dov, v = —e_:”2/2)
Var (X»2) = L [—:Ege% - +/°° 3:6267% dx} —-1%2 =
! V2T —00 —0

/ 22T do—1=3E(X2) —1=2.

Y, por lo tanto,

o’ = zn:\/ar (x7) = Zn:2 = 2n.
i=1 i

Estas expresiones se pueden también demostrar integrando directamente en la definicién de media y varianza
usando (8.14).

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



8.4 Distribucién t de Student 97

Para calcular las probabilidades de que la variable x? tome valores por encima o debajo de un determinado
valor puede usarse la Tabla V (Apéndice A). En ésta se dan las abcisas, denotadas por xa.n, que dejan
a su derecha un &drea (o probabilidad) bajo la funcién de densidad igual a cierto valor «, llamado nivel de
significacion. Es decir

P(xp>xam)=a v PO <xan) =1l-a
La importancia de la distribucién x? en estadistica se basa en la siguiente propiedad: Sea o2 la varianza

de una poblacién normal y s2 la varianza de un muestra de tamafio n extraida al azar de dicha poblacién.
Entonces la variable aleatoria que cambia de muestra a muestra y viene dada por
2

S
Vo= (=15, (5.17)

obedece a una distribucién y? con (n — 1) grados de libertad. Esta propiedad es sumamente importante para

la estimacién de la varianza y el contraste de hipStesis sobre la varianza o2.

8.4. Distribucion t de Student

Sean X1, Xs,..., X, y X, n+ 1 variables aleatorias normales con media 0 y desviacion tipica ¢ indepen-
dientes entre si, entonces la variable

SN S (5.18)

/1
n E?:l XZ2
recibe el nombre de ¢t de Student con n grados de libertad. Podemos llegar a una expresién més usual de

la variable ¢t dividiendo numerador y denominador por la desviacién tipica o

(8.19)

VESL () Vi
donde Z es una variable que sigue una distribucién normal estdndar N(0,1) y x2 es una x? con n grados de
libertad, siendo ambas independientes.

La funcién de densidad asociada es la distribucién t de Student (introducida por W.S. Gosset), que

se puede expresar como

1 2\ T 2
@)= S0 = Sz (1 n %) C eo<t<oo (8.20)

donde S(p, q) es la funcién beta, definida, para un par de reales p y ¢ positivos, haciendo uso de la funcién

gamma, como
I'(p)l'(q)

Cp+aq)

La demostracién de que la variable ¢ definida en (8.19) sigue la funcién de densidad anterior estd fuera del

Bp.q) = (8.21)

alcance de este libro.

El campo de variabilidad de la variable ¢ de Student serd de —oo a oo y su funcién de densidad depen-
dera tnicamente del pardmetro n (grados de libertad). Nétese que, al depender f(t) de t a través de 2, la
funcién de densidad sera simétrica alrededor de ¢ = 0. Su forma sera campaniforme, siendo mas achatada
para valores bajos de n.

Cuando n aumenta f(t) se va haciendo cada vez mds apuntada, tendiendo a la curva normal tipificada
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f(t)
0.4 F 11=00
n=4

03 n=1
02 |
0.1 +

0 |

-4 -2 0 2 4

Figura 8.5: Distribucién t de Student.

(N(0,1)) cuando n — oo. En general, la curva normal es una buena aproximacién de la distribucién ¢ cuando
n > 30.

La media y la varianza de la distribucion ¢ vienen dadas por

nw=0 ; o? = (para n > 2). (8.22)

Es evidente que, al ser f(t) simétrica respecto a ¢t = 0, la media ha de ser nula. Respecto a la varianza,
noétese que es mayor que 1 y depende del nimero de grados de libertad. Sélo al hacerse n muy grande, o
tiende a 1, y, por tanto, a la distribucién normal estdndar.

Para calcular las dreas debajo de la distribucién ¢ se puede usar la Tabla VI (Apéndice A). Al igual que
con la distribucién x?, ésta da las abcisas, denotadas por 4, que dejan a su derecha un 4rea (o probabilidad)

bajo la funcién de densidad igual a cierto valor «, llamado nivel de significacion. Es decir
Pty >tan) =« y P(t, <tan)=1-—a.
Para valores de t negativos, al ser la distribucién simétrica, se cumple
Pty > —tan) =1— Pty < —ton) =1— Pty >tan)=1—a,

P(t, < —tan) = a,

ademads de

toz,n — _tl—a,na

relacién muy 1util para calcular valores de ¢ que dan a > 0.5, que no vienen tabulados en las tablas.

La distribucién ¢ de Student es sumamente importante para la estimacion y el contraste de hipdtesis
sobre la media de una poblacidn, como se vera en temas posteriores. Si se tiene una poblacién que sigue
una distribucién normal con media p y desviacién tipica o (N(p,0)), y se extrae una muestra aleatoria de
tamano n sobre la que se calcula una media T y una desviacion tipica s, entonces la variable aleatoria dada

por

_Top
1 = L (8.23)
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t t

a,n a,n

7

Figura 8.6: Distribucidn t de Student. Simetria y P(t, < —tan) = @ ¥ tan = —t1—a,n-

obedece a una distribucién ¢ de Student con (n — 1) grados de libertad.

8.5. Distribucion F' de Fisher

Sean x2 'y X2, dos variables x? de Pearson con n; y ng grados de libertad e independientes entre si.
Entonces, la variable aleatoria definida como

Xay
F, = (8.24)
ni,n 2
1 2 @
n2
recibe el nombre de F' de Fisher con n; y ng grados de libertad.

La funcién de densidad asociada es la distribucién F' de Fisher, cuya expresion es la siguiente

ny/2
r (nl-gng) (Z_;) 1 p(ni/2)—1 0
x >
PO = fus@) = T (1) )" (3.25)
no

0 x <0

Nétese que el campo de variabilidad de la variable F' es entre 0 e oo (al ser un cociente de cuadrados) y
que su funcién de densidad depende exclusivamente de los dos parametros ny y no, aunque es importante el

orden en el que se dan éstos. En particular, por la definicién de F' dada en (8.24), se cumple

1

Fnlﬂm = F :
na,ni

(8.26)

La representacion gréafica de la distribucién F' serd de la forma representada en la figura y depender4,

légicamente, de nq1 y no.
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1.2

Figura 8.7: Distribucién F' de Fisher.

Se puede demostrar que la media y la varianza de la distribucién F' de Fisher vienen dadas por

) ' 52 2n2(ny +ng — 2) .
(ng >2) ; = (s = 1(na = 2)2 (n>4), (8.27)

'u:’ng—Q

v que la media s6lo depende de ns.

Las édreas bajo la curva de la distribucién F' se pueden calcular usando la Tabla VII (Apéndice A).
Esta da, en funcién de ny y ne, las abcisas, denotadas por Fi.pn, n,, que dejan a su derecha un drea (o

probabilidad) bajo la funcién de densidad igual a cierto valor «, llamado nivel de significacion. Por tanto
P(Fnl,nz >F0¢;"1Jl2):o‘ y P(Fnl,nz <F0¢;"1,n2):1_a

En dicha Tabla se tabulan los valores de Fi.y, n, para valores de o préximos a 0. Para o cercano a 1, puede
usarse la propiedad dada en (8.26), de forma que
1

Flfa;n2)n1 = F *
Q5N ,12

Es importante notar que las distribuciones x? y t son en realidad casos particulares de la distribucién F,
ya que
Fin=t i Foe= X—%,
n
como puede comprobarse ficilmente (Nétese que x? es una variable que sigue una distribucién normal
tipificada).

La distribucién F' de Fisher es muy utilizada en el analisis de varianza y, en particular, es usada para
comparar las varianzas de dos poblaciones normales. Efectivamente, sea X; una variable aletoria normal
N(u1,01) y X2 una variable normal N (us, 02), independientes entre si. Si de la primera poblacién se extrae
una muestra aleatoria de tamano n; en la cual se mide una desviacién tipica s;, y de la segunda poblacién
se extrae una muestra de tamafio ng, con desviacién tipica so, entonces, por la propiedad (8.17) se pueden

definir las variables x?

2 i 2 53
an—l = (nl - 1)0,_% ) Xng—l = (7’L2 - 1)0__37
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de forma que se puede construir la variable F' dada por

2
anfl
ni -1
Fn1—1,77,2—1 = 2—'
Xn271
%) -1

En otras palabras, si s? y s3 son las varianzas de variables aleatorias independientes de tamafios n; y na que
se extraen de poblaciones normales con varianzas 0% y o5 respectivamente, entonces la variable
2/ 2
si/o
_ si/or (8.28)

= 302

Fnlfl,ngfl

sigue una distribuciéon F' de Fisher con ny — 1 y no — 1 grados de libertad. En particular, si o1 = o9

si
F’ﬂl—l,’ng—l = )
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Capitulo 9

Teoria elemental del muestreo

“Lo malo del infinito es que es muy muy largo, especialmente la Gltima parte.”

Woody Allen (1935-)

Uno de los objetivos principales de la estadistica es extraer conclusiones e informacién sobre una de-
terminada poblacién. Recordemos que por poblacién se denomina al conjunto completo de elementos, con
alguna caracteristica comtn, objeto de nuestro estudio (personas, objetos, experimentos, etc.). Evidente-
mente, la forma més directa de cumplir dicho objetivo seria estudiar todos y cada uno de los elementos de
la poblacién. Sin embargo, en numerosas ocasiones ésto no es posible ya que, por ejemplo, el tamano de la
poblacién puede ser demasiado grande (ej. estrellas del cielo) e incluso infinito (ej. tiradas posibles de un
dado), o porque estudiar los elementos supone la destruccién de éstos (ej. ensayos destructivos de control de
calidad) o, simplemente, porque el coste econémico es prohibitivo. En estos casos, es necesario trabajar con
un subconjunto de elementos de la poblacién, es decir una muestra. Al proceso de obtener muestras se le
denomina muestreo.

La inferencia estadistica se ocupa de estudiar los métodos necesarios para extraer, o inferir, conclu-
siones validas e informacién sobre una poblacion a partir del estudio experimental de un muestra de dicha
poblacién. Los métodos utilizados en la inferencia estadistica dependen de la informacion previa que se ten-
ga de la poblacién a estudiar. Cuando se conoce la forma de la distribucién de probabilidad que sigue la
variable aleatoria a estudiar en la poblacién, el problema consiste en determinar los diferentes parametros
de dicha distribucién (ej. media y varianza para la distribucién normal). Para ello se utilizan los métodos
parameétricos, consistentes en procedimientos 6ptimos para encontrar dichos parametros. Cuando la dis-
tribucién de la poblacién es desconocida, el problema principal es encontrar la forma y caracteristicas de la
distribucién, lo cual se hace mediante los llamados métodos no paramétricos. En este capitulo y en los

dos siguientes nos limitaremos a estudiar los principales métodos paramétricos de inferencia estadistica.

9.1. Conceptos basicos
I

Para poder estudiar correctamente una poblacién mediante la inferencia estadistica es fundamental que
la muestra esté bien escogida. La clave de un proceso de muestreo es que la muestra sea representativa de la
poblacién. Una forma de conseguir esto es haciendo que todos los elementos de la poblacion tengan la misma
probabilidad de ser elegidos para la muestra. Diremos en este caso que tenemos un muestreo aleatorio.

Para realizar estos muestreos aleatorios se utilizan a menudo tablas de ntmeros aleatorios.
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Por otra parte, cuando cada elemento de la poblacién pueda seleccionarse méas de una vez tendremos
un muestreo con reemplazamiento, mientras que cuando cada elemento sélo se puede seleccionar una
Unica vez serd un muestreo sin reemplazamiento. Evidentemente, una poblacién finita muestreada con
reemplazamiento puede considerarse infinita. Si la poblacién es infinita, o el tamano de ésta (N) es muy
grande comparado con el tamario de la muestra (n), es practicamente indiferente que el muestreo sea con o
sin reemplazamiento. Como veremos, normalmente el andlisis se simplifica cuando la poblacién es infinita o

el muestreo es con reemplazamiento.

Supongamos que tenemos una poblacién de la cual conocemos la distribucién de probabilidad f(x) que
sigue su variable aleatoria asociada X . Se dird que tenemos una poblacién normal, binomial, etc. cuando f(x)
corresponda a una distribucién normal, binomial, etc. Para poder conocer la poblaciéon objeto de nuestro
estudio es necesario calcular los parametros que definen su distribucién de probabilidad, por ejemplo, la media
vy la desviacién tipica o para una distribucién normal, o la probabilidad de éxito p para una distribucién

binomial. Estas cantidades que definen la distribucion de la poblacién son los pardmetros poblacionales.

El problema se concreta entonces en calcular, o estimar, los parametros poblacionales. Para ello se toma
una muestra aleatoria de la poblacién. Para caracterizar una muestra aleatoria de tamano n vamos a definir
las variables aleatorias X;,7 = 1,2,...,n, que representan las medidas o valores muestrales que se observen.
Asi, en una muestra en particular, dichas variables aleatorias tomarén los valores numéricos x;,7 = 1,2, ..., n.
Nétese que cada una de las variables aleatorias X; seguird la misma distribucién de probabilidad f(z) de
la poblacién. En el caso de un muestreo con reemplazamiento las diferentes X; seran independientes entre
s (el valor que tome una X; particular no dependera de los valores que se hayan obtenido anteriormente) y,

por tanto, la distribucién de probabilidad conjunta podra expresarse como

PXi=21,Xo=x2,...,. Xp, =xp) = f(x1,22,...,2n) = fx1)f(x2) ... f(zn). (9.1)

Para poder estimar los pardametros poblacionales se usan las medidas de las variables aleatorias Xj;
que definen la muestra. Por ejemplo, como veremos mas adelante, para estimar la media de una poblacién
normal, se calcula la media aritmética de los diferentes valores z; que se observan en la muestra. Dicha media
aritmética es una funcién de las variables aleatorias X;. En general, a cualquier funcién g(Xi, Xs, ..., X,)
de las variables aleatorias que constituyen una muestra aleatoria se le llama estadistico. Es importante
indicar que a cada pardmetro poblacional le corresponderd un estadistico de la muestra, que constituira una
estimacién del primero. Por ejemplo, para estimar el pardmetro poblacional media calcularemos el estadistico
muestral consistente en la media aritmética de los valores x;. Para distinguir valores de la poblacién de los
valores medidos en la muestra, se denotardn por letras griegas (u, o, etc.) los pardmetros poblacionales y

por letras romanas (X, S, etc.) los estadisticos de la muestra.

Al ser una funcién de variables aleatorias, una estadistico de la muestra se podra considerar también como
una variable aleatoria, es decir, podra obtener diferentes valores dependiendo de la muestra en particular que
se elija. Tendrd, por lo tanto, una distribuciéon de probabilidad asociada. A ésta se le llama distribucién
muestral del estadistico. Dicho de otra forma, consideremos todas las muestras posibles que se pueden
extraer de una poblacién. Sin en cada una de estas muestras se midiese un estadistico, por ejemplo la media,
éste tomaria valores diferentes, que se distribuirian en una determinada distribucién muestral. Puesto que los
estadisticos van a ser la base para la estimacién de los parametros poblacionales, es sumamente importante
estudiar sus distribuciones, para asi verificar su utilidad como estimadores. A continuacién se estudian los

principales estadisticos y sus distribuciones muestrales.

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



9.2 Media muestral 107

9.2. Media muestral

El primer estadistico importante es la media muestral. Si tenemos una muestra aleatoria de tamano n
representada por las variables aleatorias X;,i = 1,2,...,n, se define la media muestral, o media de la

muestra, como
Xi+Xo+...+ X,

n

Y:

(9.2)
Evidentemente, cuando las variables aleatorias X; tomen, en una muestra, los valores particulares x;, el

valor que tendra la media muestral vendra dado por

1+ 20+ ...+,
- .

T =

9.2.1. Distribucién muestral de la media

Al ser una combinacién lineal de variables aleatorias, la media muestral es asi mismo una nueva variable
aleatoria y tendra asociada una distribucion de probabilidad. Es decir, consideremos una poblacién de la que
se toman diferentes muestras de tamano n, calculando para cada muestra la media Z. Si tomamos k muestras
distintas, obtendremos k valores, en general diferentes, de medias muestrales T1, %2, ..., T. Si hacemos que

k tienda a infinito, los valores T; tendrdan una distribucién llamada distribucién muestral de la media.

Vamos a calcular la media y la varianza de la distribucién muestral de la media. Supongamos que tenemos
una poblacién con una distribucién de probabilidad f(x) caracterizada por los pardmetros poblacionales
media p y varianza o2 y que tomamos una muestra de tamafio n representada por las variables aleatorias
Xi,i=1,2,...,n. Puesto que cada X; sigue la misma distribucién de probabilidad f(z) de la poblacién, con

media pu, la media, o esperanza matematica, de cada X; sera
E(Xi) = px, = p-

De forma que podemos calcular la media, o esperanza matematica, de la distribucién muestral de la

media, como

E(Y)—E<X1+X2+'”+Xn>

n

> x=EX) = (9.3)

Es decir, el valor esperado de la media muestral es la media de la poblacion. Este resultado es sumamente
importante.

De forma similar se puede calcular la varianza de la distribucién muestral de la media. Puesto que la

varianza de cada X; coincide con la varianza de la poblacién o2

Var(X;) = 0%, = o,

podemos calcular la varianza de la distribucién de la media utilizando la expresion para la varianza de una
combinacién lineal de variables aleatorias. Para ello vamos a suponer que el muestreo es con reemplazamiento
0, equivalentemente, que la poblacién es infinita. En este caso, las diferentes X; son independientes y podemos

. . ’ . . . . 2 _
hacer el siguiente desarrollo (Recuérdese que para variables aleatorias independientes se cumple o} x ;3 =
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2_2 2 2
a’o5 + b0y )

Var(Y) — Var (Xl +X2+...+Xn)

n
1 1 1 1,
= mVar(Xl) + mV&f(Xg) +...+ mVar(Xn) =n{—0
2 5'd 2 - 7
= ox=FE (X —p)?) = Var(X) = — (9.4)

Es decir, la desviacién tipica de la distribuciéon de medias serd la de la poblacién original, dividido por un
factor v/n que depende del tamano de la muestra.

Ejemplo III-1 Consideremos una caja con tarjetas, cada una con un nimero. Suponemos que la poblacién tiene p = 10

y 0 = 4. Extraemos muestras de tamano n = 9 (con reemplazamiento):

Primera muestra: 4,13, 8,12, 8,15, 14, 7, 8.  Media X = 9.9.
Segunda muestra: 17, 14, 2, 12, 12, 6, 5, 11, 5. Media X = 9.3.

Tras una serie de 10 muestras obtenemos X =9.9, 9.3, 9.9, 10.9, 9.6, 9.2, 10.2, 11.5, 9.0 y 11.8. Comprobamos

que el valor medio de X es 10.13, y su desviacién tipica 0.97. Aplicando las férmulas se obtiene

o 4
—=—— = — = 1.3333.
XTR T

La expresion anterior es valida solo para el caso de poblacién infinita o muestreo con reemplazamiento.
Si tenemos una poblacion finita en que se hace muestreo sin reemplazamiento, la expresién para la media de

la distribucién sigue siendo valida, pero la de la varianza hay que substituirla por

2

0% = Var(X) = % (]X[:?) (9.5)

donde N es el tamano de la poblacién y n el tamano de la muestra (Ver la demostracién en ej. Probabilidad y
FEstadistica de Schaum, pags. 186-187). Nétese que la expresion anterior se convierte en (9.4) cuando N — oo
6 N se hace mucho mas grande que n.

Respecto a la forma de la distribucién muestral de la media, ésta en principio depende de la distribucién
de la poblacién de partida, pero, en virtud del teorema del limite central, se puede establecer que X
seguird una distribucion asintoticamente normal. Es decir:

Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n que se toma de una poblacién con distribucién

cualquiera, media p y varianza o2, entonces la variable tipificada

_ X
~o/vn

tiende a una distribucién normal estdndar N(0,1) cuando n tiende a infinito.

Z

(9.6)

Efectivamente, el teorema del limite central establecia que, si se define una variable aleatoria Y = X; +
X5+ ...+ X, suma de variables aleatorias independientes con medias p; y desviaciones tipicas g;, entonces
la variable tipificada

7 YV =30
Z?:1 o;
era asintéticamente normal. Por la definicién de media muestral (9.2) podemos hacer Y = nX, y por tanto,

puesto que todas las X; tienen la misma media p y desviacién tipica o de la poblacién, Z se convierte en

nX —nu B X —pu
no? a/vn’

7 =
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como querfamos demostrar. En resumen, X es asintéticamente normal, sea cual sea la forma de la distribucién
de la poblacién de partida. Evidentemente, cuanto mayor sea el tamano de la muestra, més se aproximara la
distribuciéon de X a la normal. En la practica, la aproximacién de distribucién normal se utiliza cuando
n > 30, y la bondad de ésta dependera de la forma mas o menos simétrica de la distribucién de la poblacién
muestreada.

Un caso particular muy importante es cuando la distribuciéon de la poblacién de partida es normal. En
este caso, no es necesario que el tamafio de la muestra sea grande para que la distribucién muestral de X
sea normal y podemos establecer que:

Si la poblacién de la cual se toman muestras estd distribuida normalmente con media p y varianza o2,
entonces la media muestral sigue una distribucién normal con media p y varianza o2 /n, con independencia
del tamano de la muestra.

Esto es también consecuencia del teorema del limite central. Una combinacién lineal, como X, de variables
aleatorias normales serd también normal.

Para derivar estos ultimos resultados hemos supuesto que la poblacién era infinita o el muestreo con
reemplazamiento (para que las diferentes X; fuesen independientes). Si ésto no se cumpliese y tuviésemos un
muestreo sin reemplazamiento de una poblacidn finita, en (9.6) habria que substituir o/y/n por la expresién
dada en (9.5).

9.2.2. Distribucién muestral de una proporcién

Supongamos que tenemos una poblacién sobre la que se experimenta un proceso de Bernoulli. Es decir,
se llevan a cabo n ensayos y el resultado de cada uno de ellos es un éxito o un fracaso. Llamemos p a
la probabilidad de éxito en cada ensayo y ¢ (= 1 — p) a la probabilidad de fracaso. Cada n ensayos se
pueden considerar como una muestra de tamano n. Para cada muestra vamos a definir el estadistico P
como la proporcién de éxitos, o numero de éxitos dividido por el ntimero de ensayos. Nétese que P puede
considerarse como la media muestral de una variable de Bernoulli (o variable binomial con un tinico ensayo).
P seguira una distribucion de probabilidad, llamada distribucién muestral de una proporcion, que es,
entonces, un caso particular de la distribuciéon muestral de una media.

Para calcular los parametros poblacionales de esta distribuciéon recordemos que la media y varianza de

una variable de Bernoulli vienen dadas por

p=p ; o>=pq.

Entonces, la media y varianza de la distribuciéon de una proporcién las podemos calcular aplicando (9.3)

y (9.4) como
iy =E(P)=p=p, (9.7)
— o2 1-—
0% = Var(P) = = =2 — p(Tp). 9.8)

Al igual que antes, en el caso de un muestreo sin reemplazamiento de una muestra finita, la segunda

2
9 0 (N—-n\_pg(N-n
PT (N—l)_ n (N—1>' (9:9)

Al ser un caso particular de la distribucién muestral de la media, la distribucién muestral de una pro-

ecuaciéon hay que substituirla por

porcién puede aproximarse por una distribucién normal para valores grandes del niimero de ensayos n. En

la préctica esta aproximacion se hace para n > 30.
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Ejemplo III-2 Un jugador de baloncesto tiene un promedio de acierto en tiros libres del 80 %. Si tira tandas de 100 tiros

libres y se calcula el promedio de aciertos, o la probabilidad de éxitos, la distribucién tendra una media

pp = p = 0.80, y una desviacién tipica

_ [pl-p)  [0.80x0.20

Como n > 30, la aproximaciéon a una distribucién normal funcionard bien.

9.2.3. Distribuciéon muestral de la diferencia de medias

Supongamos que tenemos dos poblaciones, la primera caracterizada por una media p; y una varianza
02, y la segunda por us y o2. Supongamos que se extraen muestras aleatorias independientes de cada
poblacién, con tamafios n; y na respectivamente. Siguiendo la misma notacién, llamemos X, al estadistico
que representa la media muestral de la primera poblacién y X a la media muestral de la segunda. Vamos a
estudiar un nuevo estadistico, consistente en la diferencia de las medias muestrales X; — X,. Efectivamente,
al ser una combinacion lineal de dos variables aleatorias, serd una nueva variable aleatoria, o estadistico, que
tomarda diferentes valores para todas las diferentes combinaciones de muestras extraidas de cada poblacién.
Su distribucién vendra dada por la distribucién muestral de la diferencia de medias.

Para calcular la media y varianza de la distribucién muestral de la diferencia de medias hacemos uso de
las expresiones para la media y varianza de la diferencia de variables aleatorias independientes (E(X £Y) =
E(X)+E(Y)y Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y)) y de las expresiones (9.3) y (9.4) para la media y varianza

de la distribucién muestral de la media. Entonces

SRS R R A (9.10)
2 2
2 — 42 2 _ 91,9

Este 1dltimo resultado solo serd valido para poblaciones infinitas o en muestreos con reemplazamiento. En
otro caso deberfamos usar la expresién (9.5) para llegar a una expresién equivalente.
Por otra parte, respecto a la forma de la distribucién, por el teorema del limite central la variable tipificada

definida por
7 = (9.12)

tenderd a la distribucién normal estdndar cuando tanto n; como ns tiendan a infinito. En la préctica se suele
aplicar la aproximacién normal si ny +n2 > 30 (y n1 ~ ng). Adn cuando n; y ne sean menores de 30, la
aproximacién normal puede ser razonablemente buena si las distribuciones originales no son muy asimétricas.
Por supuesto, si ambas poblaciones fuesen normales, entonces X; — X5 tiene una distribucién normal sin

importar los tamanos de las muestras.

Ejemplo I11-3 Se tienen dos poblaciones normales N (20,5) y N(10,6) y se extraen dos muestras de tamanos n; = 25 y

ng = 12. ;Cudl sera la distribucién muestral de la diferencia de medias?

HX—I,X—ZZM—MZ%—IO:N,

of o3 5% 62

IX-X5 T

1 n2 %

= N(10,2).

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



9.3 Varianza muestral 111

Ejemplo III-3 (Continuacion) ;Cudl serd la probabilidad de obtener una diferencia de medias X1 — X, > 147

Para responder, utilizamos la distribucién normal tipificada

X1 —Xo) — (g1 —p2)  14—10
a2 o2 2
Vo Ty

por lo que (consultando en las tablas) obtenemos

7

2,

P(X1 — X2 > 14) = P(Z > 2) = 0.0228.

De forma similar se puede deducir la distribucion muestral de la diferencia de proporciones para dos
poblaciones con distribuciones de Bernoulli y parametros p1,q1 v p2,ge respectivamente. En este caso, el
estadistico diferencia de proporciones de éxitos (P; — P2) de muestras tomadas de cada poblacién sigue una

distribucién con media y varianza dadas por

HWp_p, = Hp; — Hp, = P1 — P2,

pP1q1 D2q2
=t o=+ B
1 2 1 2 ni Nno

9.3. Varianza muestral

Otro estadistico importante es la varianza muestral. Si X;,7 = 1,2,...,n, representan las variables
aleatorias para una muestra de tamafno n, entonces se define la varianza muestral, o varianza de la

muestra, como .
E?:l (Xi - X)2

52 =
n—1

: (9.13)

donde X es la media muestral. Se sigue entonces la misma definicién que para la varianza de una tabla de
frecuencias. En algunos textos se define la varianza muestral dividiendo por n en vez de n — 1. Mas adelante

veremos la razén de esta definicién.

En una muestra particular, donde las variables aleatorias X; toman los valores particulares z;, el valor

que tomaré la varianza muestral vendra dado, entonces, por

2 Z?:l(xi - 5)2'

ST =
n—1

9.3.1. Distribucion muestral de la varianza

Al igual que la media muestral, la varianza muestral es una variable aleatoria. Es decir, los valores que
toma dependen de la muestra en particular que se tenga. Tiene por tanto una distribuciéon de probabilidad
asociada, llamada distribucién muestral de la varianza. Para la media muestral vimos que la media,
o esperanza matematica, de su distribucién coincidia con la media poblacional. Para la varianza muestral

sucede lo mismo: El valor esperado de la varianza muestral es la varianza poblacional, es decir

E(S?%) = pg» = o> (9.14)
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Para demostrarlo empezamos desarrollando el numerador de (9.13)
S =T = 30 (X ) = (F =) = DX = 0 = 2(F = ) 30X, — )+ (X — )
i=1 i=1 i=1 i=1
Ahora en el segundo término aplicamos: >_(X; — u) = >° X; — nu = n(X — ), resultando
S~ TP = 30X - - (X~ (9.15)

i=1 i=1

Introducimos esto en la definicién de la varianza y tomamos esperanzas matematicas

n—1

E(S*)=E (E?—l(Xi —X)2> _ nil (ZE((Xi —w)?) —nE ((Y_My)) )

Aplicando la definicién de varianza de una variable aleatoria (E ((X — p)?) = ¢?), que la varianza de X; es

la varianza poblacional (6%, = 0?), y que la varianza de la media muestral es, por (9.4), a% =o%/n

22 = — (30t —noz) = - (0o —nZ) = (= 1)o? = o2
n—1 — X X n—1 n n—1 ’

como queriamos demostrar.

Notese que si para la varianza muestral hubiésemos utilizado la definicién alternativa

5/2 _ Z?:l(Xl B 7)2

n

; (9.16)

hubiésemos obtenido
E(8) = n-1,

n
y la varianza muestral hubiese subestimado la varianza poblacional. Este es el motivo por el que estamos
trabajando con la definicién (9.13) para la varianza. Como veremos més adelante, se dice que S? es un
estimador insesgado de la varianza, mientras que S’ % es un estimador sesgado. Evidentemente, cuando el
tamano n de la muestra sea grande apenas habra diferencia de usar una definiciéon u otra para la varianza
muestral.

Los resultados anteriores son vélidos si la poblacion es infinita o el muestreo es con reemplazamiento.
En el caso de tener un muestreo sin reemplazamiento de una poblacién finita de tamano N, la esperanza

matematica de la varianza muestral estaria dada por

E(S?%) = pg> = <%) a2 (9.17)

9.3.2. Distribucién muestral de (n — 1)5?/0?

En vez de trabajar con la distribucién muestral de la varianza S?, es mas cémodo utilizar la distribucién

muestral de la nueva variable aleatoria en el muestreo dada por

o? o?
donde hemos usado la definicién de varianza muestral dada en (9.13).

Para ver la importancia de esta distribuciéon suponemos que tenemos una poblacién normal y partimos
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de la relacién (9.15) escrita como

D (X =t =3 (X = X)? 4 n(X - p)” (9.19)

Esta expresion tiene un importante significado pues descompone la variabilidad de los datos respecto a
la media verdadera (o poblacional) en la suma de dos variabilidades: la de los datos respecto a la media
muestral, y la de la media muestral respecto a la poblacional. Si en esta expresion dividimos en todos los

miembros por o2, y se aplica la igualdad (9.18) se obtiene
2

Z": (XU— u)2 _(n —0;)32 . (Z\-/;) | 020)

i=1

Recordemos ahora que se definfa una variable x? con n grados de libertad como la suma de los cuadrados
de n variables aleatorias normales X; tipificadas (N (0, 1)), es decir x2 = X? + ...+ X2. El primer término
de (9.20) es la suma de cuadrados de n variables aleatorias N(0,1) (pues la media y desviacién tipica de
cada X; es u y o respectivamente) y, por lo tanto, es una x? con n grados de libertad. Por otra parte,
puesto que la media y desviacién tipica de la distribucién muestral de la media X son respectivamente p,
por (9.3), y a/+/n, por (9.4), el dltimo termino del segundo miembro es el cuadrado de una variable normal
tipificada y, por tanto, puede considerarse como una x2 con 1 grado de libertad. Es decir, tenemos que una
x? con n grados de libertad es igual a la variable (n — 1)5%/0? més una x? con 1 grado de libertad. Por las
propiedades de la distribucién x? puede deducirse entonces que (n — 1)S?/0? es una x? con (n — 1) grados
de libertad. Estrictamente, para que ésto se cumpla es necesario que el primer y ltimo término de (9.20)
sean independientes entre si. Aunque queda fuera del alcance de este libro, se puede demostrar que dicha

condicién se cumple. En resumen:

Si de una poblacién con distribuciéon normal y pardametros i, o, se toman muestras aleatorias de tamano

n, entonces la siguiente variable aleatoria obedece a una distribucién x? con (n — 1) grados de libertad

Yoy =(n—1)25. (9.21)

Miés adelante se verd cémo esta tltima propiedad es de importancia para la estimacion de la varianza de una

poblacién normal.

Nétese que mientras que > (X; — u)?/0? era una x? con n grados de libertad, la variable > (X; — X)?/0?
es una x2? con (n — 1) grados de libertad. Es debido a que, al no conocer u y estimarla a partir de X,
se pierde un grado de libertad pues esta media muestral se calcula a partir de los diferentes X;. De esta
forma, en general, cuando se quiere calcular un pardmetro poblacional (ej. o) y no se conoce el otro (ej. u)
la substitucién de éste tltimo por su pardmetro muestral (ej. X) hace que el sistema pierda un grado de

libertad. Lo mismo ocurrird en los dos siguientes apartados.
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Ejemplo I11-4 Un vendedor asegura que la pintura anticorrosiva de un automovil dura 10 anos, con una desviacion tipica

de 3 anos. Se pintan 6 coches y la pintura dura 12, 17, 3, 9, 5 y 13 anos. ;Podemos creer al vendedor
cuando afirma que o = 37
Obtenemos la media muestral X = 9.83 (que légicamente debe ser préxima a p). Calculamos ahora la

varianza muestral

E?:1 (Xl - Y)2

G = — =274
y por tanto 2
Xa_1=(n— I)F = 15.22,
que estd muy lejos de lo esperado (recordemos que una distribucién X2_, tiene p = n—1) =5y

o> =2(n—1) = 10).

9.3.3. El estadistico t

Al estudiar la distribucién muestral de la media se vié que la variable aleatoria tipificada dada por

g X-n

a/\/n
seguia una distribucién normal si la poblacién era normal, o tendia asintéticamente a la normal en otro caso.
Como veremos, esta expresion se usa para estimar la media g de la poblacién. Sin embargo, en la mayoria

de los casos no se conoce a priori la varianza o2 de la poblacién. En ese caso, lo mejor que se puede hacer es

reemplazar dicha varianza o2 por el valor de la varianza muestral S2, definiéndose asi el estadistico

X
NG

Este nuevo estadistico ¢ toma valores diferentes de muestra a muestra. Si la muestras son pequenas, los

t (9.22)

valores de S pueden fluctuar considerablemente de una a otra y la distribucién de la variable aleatoria ¢

puede desviarse apreciablemente de la distribucién normal.

Para calcular la forma de la distribucién de ¢, dividimos numerador y denominador de (9.22) por la

desviacion tipica poblacional o o o
X -—w/o _ (X =p)/le/Vn)
(S/o)/v/n N

El numerador de esta tltima expresién representa, por (9.6), una variable normal tipificada que denotaremos

por Z. Por otra parte, por (9.21), el denominador puede expresarse en funcién de una x? con (n — 1) grados

de libertad
Z
t=———.
X%—l/(” - 1)

Esto es exactamente la definicién de una variable ¢ de Student con (n—1) grados de libertad (¢, = Z/1/x2/n)

ya que se cumple que numerador y denominador son independientes. Por tanto, podemos concluir que:

Si se toman muestras aleatorias de tamano n de una poblacién normalmente distribuida entonces el

estadistico ¢, dado por (9.22), sigue una distribucién ¢ de Student con (n — 1) grados de libertad.

Este resultado, que se usa para la estimacién de la media de una poblacién, sigue siendo valido ain

cuando la poblacién no sea normal pero tenga una distribucién en forma de campana similar a la normal.
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Ejemplo I11-5 Retomando el caso del ejemplo I1I-1 (u = 10,0 = 4), supongamos que no conocemos la desviacién tipica

o. Calculemos el valor del estadistico t.
Datos de la primera muestra (n = 9): 4, 13, 8, 12, 8, 15, 14, 7, 8 = X = 9.9.

(X - X)?

=5 =372
n—1

X —p_99-10

=S 372/v9 —0.08,

que resulta un valor muy centrado.

9.3.4. Distribucion muestral de la razén de varianzas

Anteriormente hemos visto como para comparar dos poblaciones independientes se estudiaba la distribu-
cién muestral de la diferencia de medias. En el caso de las varianzas podria hacerse lo mismo y construir un
estadistico de la diferencia de varianzas muestrales. Sin embargo, la distribucién muestral de ese estadistico
es demasiado complicada y, para poder comparar las varianzas de dos poblaciones, es mejor definir un es-
tadistico basado en la razén de las varianzas muestrales, en vez de en su diferencia. Supongamos que tenemos
dos poblaciones normales independientes con varianzas poblacionales o7 y 03 respectivamente. Sean S? y S3
las varianzas muestrales medidas en una muestra aleatoria extraida de cada poblacién. Se define entonces el

estadistico F' como
_ Si/ai

F= .
S3/03

(9.23)

Evidentemente este estadistico serd diferente para cada pareja de muestras. Es facil ver cudl es su dis-
tribucién ya que, suponiendo que las muestras tienen tamarios ni y ng respectivamente, usando (9.21), se
pueden construir las variables y?

2 2
St S

2 . . 2 _ 2
Xn1—1 - (nl - 1)0__% ) Xng—l - (77,2 - 1)0,_5

Substituyendo en la definicién (9.23) del estadistico F' llegamos inmediatamente a

_ Xoy1/(m—1)

F= ,
X%Q—l/(w -1)

y ésto es la definicién de una variable F' de Fisher con (ny — 1) y (n2 — 1) grados de libertad (pues se define
Foin, = %) Es decir, si se extraen dos muestras aleatorias independientes de tamanos ni y ne de dos
poblaciones normales con varianzas o7 y 03 respectivamente, y si las varianzas muestrales para cada muestra
estdn dadas por S? y S2, entonces el estadistico F, definido en (9.23), tiene una distribucién F con (n; — 1)
y (n2 — 1) grados de libertad.

Este resultado sigue siendo valido aunque las poblaciones no sean normales pero su distribucién tenga

forma de campana.
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Capitulo 10

Estimacion puntual de parametros

“No tenemos dinero, luego nos toca pensar.”

Ernest Rutherford (1871-1937)

10.1. La estimacién de parametros
I

El objetivo de este tema es describir cémo se puede realizar la estimacién de las caracteristicas de una
poblaciéon a partir del estudio de una muestra aleatoria extraida de la misma. Vamos a suponer que se
conoce la distribucién de probabilidad que sigue la variable en estudio de la poblacién, es decir, estamos en
el caso de la estadistica paramétrica. El problema se reduce entonces a estimar los valores de los parametros
poblacionales que definen dicha distribucién. Sea « el parametro poblacional a estimar. Supongamos que
los posibles valores de la variable aleatoria en la muestra se representan por Xi, Xo, ..., X,,. El problema
se resuelve definiendo una funcién A = A(X;, Xo, ..., X,,) de las medidas realizadas en la muestra tal que
A constituya una estimacién razonable del pardmetro poblacional a. Evidentemente, para una muestra en
particular A tomard un valor a = a(x1,x2,...,x,) que variard de muestra a muestra. Es decir, al ser una
funcién de variables aleatorias, A serd asimismo una variable aleatoria, o un estadistico, con una distribucién
de probabilidad asociada. Al estadistico que sirve para realizar una estimacién de un parametro poblacional
se le llama estimador. Por ejemplo, para estimar la media p de una poblacién normal se define el estimador
X que tomars los valores particulares representados por .

Evidentemente queremos disponer de un buen estimador, en el sentido de que proporcione una estimacion
lo mas precisa posible del pardmetro poblacional. En general, la bondad de cada estimador dependerd de
su distribucién de probabilidad asociada. Por ejemplo, serd conveniente que los diferentes valores que puede
tomar el estimador para muestras de la misma poblacién se distribuyan alrededor del valor del pardmetro
poblacional con una pequena dispersion. En general, para cada parametro poblacional se podran definir varios
estimadores, cada uno con sus caracteristicas. Serda importante elegir, de entre todos los estimadores posibles,
el estimador 6ptimo para cada pardmetro poblacional. Las propiedades que definen un buen estimador son

las siguientes:

= Diremos que un estimador A de un parametro poblacional « es insesgado, o centrado, si su media, o

esperanza matematica, coincide con el parametro poblacional. Es decir
E(A) =pa=o. (10.1)

Por ejemplo, la media aritmética X es un estimador insesgado de la media de una poblacién (9.3)
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y 52 es un estimador insesgado de la varianza (9.14). Sin embargo, S’*, definida como (9.16), es un

estimador sesgado.

= Si se tienen dos estimadores Ay, As de un pardmetro poblacional, se dice que A; es mas eficiente que
As si su varianza es menor. Es decir

0%, <04, (10.2)

Por ejemplo, para la estimacién de la media poblacional, los estimadores media aritmética X y mediana
M. son insesgados, pero la media es més eficiente que la mediana (su varianza es menor). Evidentemen-
te, entre dos estimadores insesgados siempre sera preferible usar el méas eficiente. Incluso en algunos

casos serd mejor usar un estimador algo sesgado pero mas eficiente que otro insesgado.

= Se dice que un estimador es consistente cuando, al crecer el tamano muestral, se aproxima asintéti-
camente al valor del parametro poblacional y su varianza se hace nula. Es decir
Im A=a ; lim 0% = 0. (10.3)
n—oo n—oo

Evidentemente, la media aritmética (por ejemplo) es un estimador consistente pues la varianza de su

distribucién muestral se puede expresar por U% =02/n (9.4).

Un estimador ideal ha de ser insesgado y con una eficacia maxima. Sin embargo, en la practica, a veces no
es posible calcular dichos estimadores, y, por la comodidad con que se obtienen, se trabaja con estimadores
sesgados o poco eficientes. De todas formas, un requisito minimo que ha de cumplir cualquier estimador es
que sea consistente.

Existen dos procedimientos para realizar la estimacién de un pardmetro poblacional. Cuando se determina
un Unico valor de un estimador que se aproxime al parametro poblacional desconocido se dice que se hace una
estimacion puntual. Cuando, alternativamente, se calculan dos valores entre los cuales se considera que, con
cierta probabilidad, se encuentra el pardmetro poblacional, el procedimiento se conoce como estimacién por
intervalos de confianza. En este tema veremos la estimacién puntual y en los dos siguientes la estimacién

por intervalos.

10.2. Principales estimadores puntuales
I

Un estimador puntual de un pardmetro poblacional es una funcién real de los n valores que la variable
estadistica toma en el muestreo. Es decir, es un estadistico (variable aleatoria) que cambia de muestra a
muestra de forma aleatoria. Una estimacién puntual es el valor concreto que toma el estimador puntual
en una muestra en particular. Como ya se ha indicado, los estimadores puntuales se usan para realizar la
estimacién de pardmetros poblacionales. En general, a cada pardmetro poblacional se le pueden asociar dife-
rentes estimadores puntuales aunque normalmente se elegiran aquellos que sean insesgados y més eficientes.
Evidentemente, no se espera que un estimador puntual proporcione sin error el pardmetro poblacional, sino
que se pretende que las estimaciones puntuales no se alejen mucho del valor desconocido a calcular.

A continuacién se dan los estimadores puntuales méas usados asociados a las principales distribuciones de

probabilidad que puede seguir la poblacién a estudiar:

= Supongamos que la caracteristica en estudio de la poblacién sigue una distribucién normal con

media p y varianza o2, es decir es N (p, o). Como estimadores puntuales de los pardmetros poblaciones
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p 'y o? normalmente se utilizan la media aritmética X y la varianza muestral S? respectivamente.

Efectivamente, en (9.3) y (9.14) se demostré que ambos estimadores son insesgados pues
EX)=p ; E(S?%) = o*. (10.4)

Ademdés, puede demostrarse que ambos estimadores puntuales tienen una eficiencia méxima, es decir

son de varianza minima comparados con otros estimadores de los mismos pardmetros poblacionales.

= Supongamos que la poblacién obedece a una distribucién binomial de pardmetro p (probabilidad
de éxito). Como estimador puntual de p se usa la proporcién de éxitos P, definida como el niimero de
éxitos dividido por el nimero de ensayos (o frecuencia relativa de éxitos). En (9.7) se demostré que

este estimador es insesgado. Es decir
E(P) =p. (10.5)

Ademds puede demostrarse que es de varianza minima (U% =p(l —p)/n).

= Consideremos ahora una poblacién cuya caracteristica en estudio siga una distribucién de Pois-
son. Sea A, o nimero medio de sucesos por intervalo, el pardmetro poblacional a determinar. Sean
X1, Xa,..., X, los niimeros de resultados obtenidos en n experimentos (muestra de tamafio n). En-

tonces, un estimador puntual para A es la media muestral, definida como

_ ¢
A= El;l. (10.6)
n

Este estimador es insesgado, es decir E(\) = A, y ademds tiene varianza minima (es el més eficiente).

10.3. El método de maxima verosimilitud
B

En la seccion anterior se ha visto como, con frecuencia, los estimadores puntuales mejores coinciden con
los que se elegirian intuitivamente. Por ejemplo, es 16gico que la media muestral X sea un estimador apropiado
para la media poblacional . Sin embargo, en ocasiones, no es del todo obvio cual ha de ser el mejor estimador.
Para ello, se presenta a continuacién un metodo general muy potente para hallar estimadores puntuales. Se
trata del método de la maxima verosimilitud.

Para ilustrar el método supongamos que la distribucién de probabilidad de la poblacién, caracterizada
por una variable aleatoria X, contiene un tnico pardmetro a a determinar. Sea f(z,a) la funcién de pro-
babilidad, en el caso discreto, o funciéon de densidad, en el caso continuo, de dicha variable aleatoria. Si de
esta poblacién se extrae una muestra de tamano n representada por los valores X1, Xo,..., X,, podemos

expresar la distribucién de probabilidad conjunta (9.1) por
L(leXQa R Xn? CY) = f(Xla X27 ceey Xn? CY) = f(Xla a)f(X27 CY) s f(X’n.a Oé), (107)

donde hemos supuesto que las diferentes X; son independientes (poblacién infinita o muestreo con reempla-
zamiento). A esta funcién L se le llama funcién de verosimilitud y variard de muestra a muestra y con
el parametro «. Evidentemente, la funcién de verosimilitud para una muestra discreta en particular, da la
probabilidad de que las variables tomen unos determinados valores. Se define entonces el estimador puntual
de méxima verosimilitud como el valor de a que hace maxima dicha funcién de verosimilitud L. Es decir,
es el pardmetro o para el cual la probabilidad de haber obtenido la muestra en particular que se tiene es

maxima.
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Ejemplo I11-6 Supongamos que se hace un experimento de Bernoulli (por ejemplo en el control de calidad de 3 articulos

para ver sin son defectuosos) y encontramos dos éxitos y un fracaso. Queremos estimar el pardmetro p
(probabilidad de éxito) de la distribucién binomial. Si consideramos X = 1 como éxito y X = 0 como

fracaso, la funcién de verosimilitud podra calcularse como
L(X1, X2, X3;p) = f(X1,p) f(X2,p) f(X3,p) =

=P(X1=1p) P(X2=1;p) P(Xs=0;p) =ppg=p°(1 —p) =p* - p’.

Como buscamos el maximo de esta funcién, tomamos derivadas e igualamos a cero, es decir

dL 2
Eeiale i (2—=3p)p
cuyas soluciones son p = 0 (no nos vale) y p = 2/3. Asi que p = 2/3 es la estimacién de mdxima

verosimilitud de p y coincide, ademas, con lo que se esperaria de forma natural como probabilidad de éxito
(numero de éxitos dividido por el nimero de ensayos).

Por razones practicas, se suele trabajar con el logaritmo neperiano de la funcién de verosimilitud. De esta

forma para encontrar el valor de a que lo hace maximo se iguala la siguiente derivada a cero

dilr;L = %;%’ =0, (10.8)
y se resuelve esta ecuacidon para encontrar a. En el caso de que la distribuciéon de probabilidad tenga maés
de un parametro poblacional, se hacen las derivadas parciales respecto a cada parametro y se resuelve el
sistema de ecuaciones.

Como ejemplo del método a continuacién se derivan los estimadores de maxima verosimilitud para las

principales distribuciones:

= Supongamos que la poblacién sigue una distribuciéon binomial, consistiendo la muestra en n ensayos
en los que, en cada uno, se obtiene un éxito, que representaremos por X = 1, o un fracaso, X = 0. La

funcién de probabilidad para un tnico ensayo vendra dada por

. a 1—p 7 x=0
flz,p)=p"(1-p)! ={
p ;o z=1

donde p es la probabilidad de éxito, parametro desconocido a determinar. Supongamos que en el
experimento de n ensayos se obtienen f éxitos. Entonces, la funcién de verosimilitud, o funcién de

probabilidad conjunta, sera
n

L =[] f@up) =p (1 -p)",

i=1

InL=flnp+ (n—f)In(1 - p).
Derivando respecto al pardametro p, e igualando la derivada a cero

dlnL:f n—f

dp p 1-p

Despejando p

pin—=f)=f-fp = pr-f+f=f = p:%.

Por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud del parametro p es la frecuencia relativa de éxitos,

como cabria esperar.

= Supongamos ahora que se tiene una distribucién normal con pardmetros p y o, es decir N(u, o), de la
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que se extrae una muestra de tamano n. La funcién de verosimilitud sera en este caso

n
1 _(mi—m?
=11 oA
- 2

mL=> (—ln\/27r—1no— (“7272“)> -
g
i=1

_on n 9 1 9
——§1n27r—§1n0 _@Z(Ii_“) .

A continuacién se hacen las derivadas parciales respecto a los dos pardmetros poblacionales para

calcular sus estimadores
OlnL

1
E _F2Z($i_ﬂ) =0 =

Z?:l i

n

Z(mi—u)zo = in—n,u:O = pu=

Por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud para p coincide con la media muestra, es decir, con

el estimador puntual usado hasta ahora.

Similarmente, para la varianza

OlnL n 1 1 9
- = —— —_— T — :0
Oo? 2 02 + 204 Z(x )

Multiplicando por 204

E?:l(xi - N)Q.

n

no? = Z(Il —u)? = o?=

Luego, el estimador de méxima verosimilitud para la varianza es la varianza muestral en su definicién
2 s . . .

de (9.16), o S’”. Nétese que esta es la varianza sesgada y coincide con el estimador puntual que

hemos usado hasta ahora. En general, los estimadores de maxima verosimilitud no tienen porque ser

insesgados, auque gozan de propiedades asintéticas muy importantes.

= Es facil demostrar que el estimador de méaxima verosimilitud para el pardmetro A de la distribucién

de Poisson es la media muestral definida en (10.6).

Ejemplo IT1I-7 | Calcular el estimador de maxima verosimilitud para el parametro A de la distribucién de Poisson.

La funcién de probabilidad

La funcién de verosimilitud serd entonces

Tomando logaritmos, derivando y operando

L= (z:lnA—In(@!) - A=A > & - In(z!) - n.
i=1 i=1

i=1

dL. 1< .
=== i—n=0= i=A

Z?:l Li

= A= ="=——_ que es el nimero promedio de eventos/intervalo.
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Capitulo 11

Estimacion por intervalos de confianza

“No puedo juzgar mi trabajo mientras lo hago. He de hacer como los pinto-
res, alejarme y mirarlo desde cierta distancia, aunque no demasiada. j Cuanta?

Adivinelo.”

Blaise Pascal (1623-1662)

Generalmente, una estimaciéon puntual no proporciona un valor exacto del parametro poblacional a
determinar. Es més, en la mayoria de los casos, no tendremos informacion sobre la precision de tal estimacién,
de forma que su valor unico no nos informa sobre la probabilidad de que se encuentre cerca o lejos del
valor verdadero. En la practica, interesa no solamente dar una estimacién, sino precisar la incertidumbre
de dicha estimacion. Esto se consigue mediante la estimacion por intervalos de confianza, en la cual
se calcula un intervalo sobre el que podamos establecer que, con cierta probabilidad, estd contenido el
pardametro poblacional desconocido. De esta manera, en vez de calcular un inico estimador, se determinan
dos estimadores que serén los limites inferior (L) y superior (L2) (o limites de confianza) de un intervalo
de confianza I = [L1, Ly]. A esta pareja de valores se le llama estimador por intervalo. Estos limites de
confianza seran estadisticos que variaran de muestra a muestra, de forma que podra considerarse al intervalo
como una variable aleatoria bidimensional. Efectivamente, los limites del intervalo serdan funcién de los valores

que toma la variable aleatoria en el muestreo
lefl(Xl,XQ,...,Xn) y LQZfQ(Xl,XQ,...,Xn).

Al valor concreto que toma el intervalo aleatorio en una muestra en particular se le llama estimacién
por intervalo. Al ser el estimador por intervalo una variable aleatoria, podréd decirse que existe una cierta

probabilidad de que el intervalo aleatorio cubra el verdadero valor del parametro poblacional (. Es decir
P(L1<6<L2):1—OL, (111)

donde, por definicién, a 1 —« se le llama nivel de confianza y al intervalo [L1, Ls] se le denomina intervalo
de confianza del (1 — «)100 %.

Notese que, una vez tomada una muestra en particular, no tiene sentido decir que [ estard dentro del
intervalo con una cierta probabilidad, puesto que estard o no estara. La forma correcta de expresar ésto es
diciendo que 1 — « es la probabilidad de seleccionar una muestra concreta que conduzca a un intervalo que
contenga al pardmetro poblacional. En otras palabras, el 100(1 — «) % de los intervalos correspondientes a
todas las muestras posibles del mismo tamano contienen a 3 y el 100a % no lo contienen.

Evidentemente, al aumentar el tamano de la muestra ha de aumentar la precisién con que se conoce el

parametro poblacional, y por lo tanto, para un nivel de confianza fijo, el intervalo de confianza ha de hacerse
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més pequeno. Es decir, la longitud del intervalo de confianza indica la precisién de la estimacién.

Para ilustrar los conceptos anteriores, supongamos que para realizar la estimaciéon por intervalos de
confianza de un pardametro poblacional se calcula un estadistico B. Este estadistico tendra un distribucién
muestral asociada, con media pup y desviacién tipica op. Supongamos que la distribucién muestral de B
es aproximadamente normal (sabemos que ésto es una buena aproximacién si la muestra es suficientemen-
te grande). En este caso, usando las propiedades de la curva normal, podemos establecer las siguientes
probabilidades

Plup —op < B< up+op)=0.6827

P(up —20p < B < up +20p) =0.9544

P(/J,B—?)UB < B <MB+3UB)=O.9973

Es facil ver que lo anterior es equivalente a
P(B—op <up < B+op)=0.6827

P(B—20p < up < B+ 20p) = 0.9544

P(B—30p < up < B+ 30p) = 0.9973

Si B es insesgado, es decir si pp coincide con el parametro poblacional § a determinar, las expresiones
anteriores proporcionan intervalos de confianza del 68.27 %, 95.44 % y 99.73 % respectivamente para dicho
parametro poblacional. Normalmente, se suele trabajar con niveles de confianza de 0.95 6 0.99. Para conseguir
estas probabilidades hay que buscar en la tabla de la distribucién normal las abcisas que dejan a su derecha
un drea igual a (1 — 0.95)/2 = 0.05/2 = 0.025 y (1 — 0.99)/2 = 0.01/2 = 0.005 respectivamente. Estas son
aproximadamente zp.g25 = 1.96 y 29.005 = 2.58. Por lo tanto, los intervalos de confianza del 95% y 99 %
seran respectivamente

P(B—1960p < up < B+ 1.9605) = 0.95,

P(B —2.580p < up < B+ 2.5803) = 0.99.

En general, para un nivel de confianza 1 — « habra que buscar las abcisas 2,2 de la distribucién normal
tipificada N (0, 1) que dejan a su derecha un drea igual a «/2, expresandose entonces el intervalo de confianza
del (1 — «)100 % como

P(B — 2q/20B8 < uB < B+ 24/208) =1 — . (11.2)

La expresion anterior es sumamente 1til para calcular intervalos de confianza usando estadisticos con dis-
tribuciones muestrales normales. Lo tnico que habré que hacer serd substituir B por el estadistico insesgado

correspondiente y up v op por la media y desviacién tipica de la distribucién muestral.

En el caso de que la distribucion muestral del estadistico no sea normal, se pueden hacer las modificaciones
correspondientes. Asi si B siguiera una distribucién ¢ de Student con n grados de libertad, el intervalo vendria
dado por

P(B —taj2,08 < pp < B4+ty2n08) =1—a, (11.3)

donde /3, Tepresenta el valor de la abcisa de la distribucién ¢ con n grados de libertad que deja a su derecha
un rea igual a a/2. As{ mismo, se pueden encontrar las expresiones correspondientes para las distribuciones

x? v F, introduciendo las abcisas xi/Zn Y Fay2:ni,ns-
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11.1. Intervalos de confianza para la media

Supongamos en primer lugar que la poblacién en estudio sigue una distribucién normal N(u,0) y que
como estimador puntual de la media poblacional ; se usa la media muestral X. Distinguiremos tres casos

principales:

= Varianza poblacional o2 conocida:

Ya se ha visto que si la poblacién es normal, la media muestral sigue una distribucién normal con
media pi5 = p (9.3) y varianza UQY = 02/n (9.4). Entonces, aplicando (11.2), el intervalo de confianza

del (1 — @)100 % para la media puede expresarse como
P(Y_ZQ/QUY<MY<7+ZQ/20’Y):1_a =

P(Y—za/2%<u<7+za/2%> —1-a. (11.4)
u

Al mismo resultado puede llegarse teniendo en cuenta que, en este caso, la variable Z = f/?/ﬁ es una

normal tipificada N(0,1). Entonces

X —pu
P —_ _— :1—
( Zaj2 < U/ﬁ <za/2) a,

que conduce inmediatamente a (11.4).

En resumen, el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la media de una distribucién normal de
varianza conocida es

I= [Yiza/z (11.5)

o
)
El resultado anterior es valido para un poblacién infinita o en un muestreo con reemplazamiento. Si
el muestreo es sin reemplazamiento en una poblaciéon finita de tamano IV, habra que usar la expresion
(9.5) para la varianza de la distribucién de medias, de forma que el intervalo de confianza es

I= u] (11.6)

— o
X £ 20—
o2 N 1

Nétese que muestras diferentes dardn lugar a valores diferentes de X y, por lo tanto, a intervalos
diferentes. Sin embargo, la longitud de los intervalos sera siempre la misma y dependera unicamente
(para muestras de igual tamano) del nivel de confianza 1 — a que se haya fijado (a menor « mayor
anchura del intervalo). Evidentemente, no todos los intervalos que se construyan de diferentes muestras
contendrén al pardmetro p, aunque sabemos que ésto se cumplird para el 100(1 — «) % de los intervalos

posibles.
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Ejemplo IT11-8 | Retornando al ejemplo III-1, calculemos el intervalo de confianza para la media (o = 4 es conocida) de

las dos primeras muestras (usar nivel de confianza 0.95).

e Muestra i): 4, 13, 8, 12, 8, 15, 14, 7, 8. = X =99
1-a=0.95= a=0.05

Za/2 = 20.025 = 1.96

_ o 4
I= {Xiza/zﬁ] = [9.9i 1.96E} =1[9.9 +2.6]

e Muestra ii): 17, 14, 2, 12, 12, 6, 5, 11, 5. = X = 9.3

_ sz o | _ N
I= {Xiza/zﬁ] = [9.3:&1.96\/5} =[9.3 +2.6]

De cada 100 muestras, en el 95 % de ellas el intervalo de confianza asi calculado incluird al valor real.

» Varianza poblacional ¢? desconocida y n > 30:

En general, la desviacién tipica o de la poblacién se desconoce a priori, de forma que, estrictamente,
no se puede aplicar la expresién (11.5) para calcular el intervalo de confianza. Sin embargo, cuando la
muestra es grande, la desviacion tipica muestral S suele ser un estimador muy preciso de o, de forma
que, en primera aproximacion, el intervalo de confianza se puede construir substituyendo o por S en
(11.5), obteniéndose

— S — S
P(X—ZQ/Q%<H<X+ZQ/2%> :1—04, (117)
— S
I= X:I:za/gﬁ . (11.8)

En la préctica, esta aproximacion se usa cuando el tamano de la muestra n es mayor que 30.

= Varianza poblacional ¢? desconocida y n < 30:

Cuando las muestras son pequenas la varianza muestral puede variar considerablemente de muestra
a muestra, por lo que la aproximacién anterior no se considera valida. En estos casos, el intervalo

confianza se puede construir recordando que la variable

X
NG

sigue una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. Por lo tanto, al ser la distribucién ¢

T

también simétrica, se puede expresar que

X—p
Pt _ —F <t 1) =1-a.
( a/2,n—1 < S/\/ﬁ < a/2,n 1) «

Por lo que, operando

— S — S
P (X — ta/?,n—l_ < ‘U < X —|— ta/?,n—l = 1 — Q. (119)

7 )

De manera que el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la media de una distribucién normal de

varianza desconocida y muestra pequena es

I: Yita/27n1%:| 5 (1110)
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donde t, /2,1 es la abcisa de la distribucién ¢ que deja a su derecha un 4rea igual a «/2. Esta expresién
serd ademads exacta y podra utilizarse para calcular el intervalo de confianza para muestras grandes
(n > 30). Sin embargo, por las propiedades de la distribucién ¢, esta distribucién tiende a la normal al

aumentar los grados de libertad, por lo que la expresién (11.8) es suficientemente buena si n es grande.

Ejemplo I1I-9 | Calcular los intervalos de confianza para la media en el ejemplo anterior suponiendo que la varianza es

desconocida.

e Muestra i): X = 9.9, S = 3.72

a=0.05= ta/Q,nfl = t0,025,8 = 2.306

- S 3.72
I=|X4tomni1—|=199+230622| =[9.9+29],
{ " 1\/5] { \/5] | |

lo que nos conduce a un intervalo mayor que en el ejemplo anterior, (7.0,12.8), lo cual es légico porque

hemos introducido una nueva fuente de incertidumbre al haber tenido que estimar la varianza (al no

ser ahora conocida).

e Muestra ii): en este caso se obtiene
I=109.3+338],

que también es un intervalo mayor (5.5,13.1).

Para calcular los intervalos de confianza para la media anteriores se ha supuesto que la poblacién de
partida sigue una distribucién normal. Sin embargo, en virtud del teorema del limite central y segin se
vi6 en (9.6), la distribucién muestral de la media tiende asintGticamente a la normal cualquiera que sea la
poblacién de partida. Esto quiere decir que, para muestras grandes de cualquier poblacién, el intervalo de

confianza para la media es aproximadamente

— S
donde se ha supuesto que S es un buen estimador de ¢ si la muestra es grande.

Dos casos particulares de esta propiedad son los siguientes:

= Intervalo de confianza para una proporcién (distribucién binomial)

Supongamos que la poblacion sigue una distribucién binomial con pardmetro desconocido p. Ya se ha
visto como la proporcién de éxitos P (ntimero de éxitos dividido por el niimero de ensayos) constituye
un buen estimador de p. Ademés la distribucién muestral del estadistico P puede aproximarse a la dis-
tribucién normal cuando la muestra (o nimero de ensayos) es grande. En (9.7) y (9.8) se demostré que
la media y varianza de la distribuciéon muestral de una proporcién son respectivamente pp = p y
0% = p(1 — p)/n. Entonces, aproximando la distribucién por una normal y aplicando (11.2), donde el
estadistico es P, se obtiene

- |P(1-P — |P(1-P

Es decir, para una muestra grande, el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para el pardmetro p de

una distribucién binomial es

(11.13)

Nétese que en la varianza muestral se ha substituido p por P, lo cual es una buena aproximacién si

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



128 Estimacion por intervalos de confianza

la muestra es grande. Para muestras pequetias (n < 30) la aproximacién realizada de substituir la
binomial por una normal es posible que no sea buena, especialmente si p se acerca a 0 6 a 1. Como ya
se explic6, cuando se cumpla que conjuntamente np > 5y n(l — p) > 5, la aproximacién anterior es

valida incluso para muestras pequenas.

Ejemplo I1I-10| Un jugador de baloncesto lanza 100 tiros libres y anota 85. Calcular el intervalo de confianza para la

proporcién de aciertos.

Como n = 100 es claramente mayor que 30, podemos aproximar por la distribucién normal. La proporcién

de éxitos serd entonces P = 85/100 = 0.85. Usando un nivel de confianza 1 — o = 0.95,

P —P

n—P) _ l0‘85i1‘96 0.85 x 0.15

= [ﬁizm 150

] = [0.85 +0.07] ,

lo que nos conduce al intervalo (0.78,0.92).

= Intervalo de confianza para el parametro A de una distribucién de Poisson

Consideremos ahora que la poblacién sigue una distribucién de Poisson con pardmetro A. Ya se ha
visto como un estimador puntual de dicho pardmetro poblacional es la media muestral A, definida en
(10.6). Para calcular el intervalo de confianza vamos a suponer que la muestra es grande, por lo que
se puede aproximar la distribucién por una normal. Igualando la media y la desviacién tipica muestral

respectivamente a X = Ay S = v (por las propiedades de la distribucién de Poison), y aplicando

- A - A
P A—Za/g\/;<)\</\+2a/2\/; :1—(3&. (1114)

Es decir, para una muestra grande, el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para el pardmetro A de

(11.2), se puede escribir

una distribucién de Poisson es

S| >l

I= X%z (11.15)

También suele exigirse A > 5.

11.2. Intervalos de confianza para la diferencia de medias
I

Supongamos que se tienen dos poblaciones normales N(u1,01) v N(p2,02). Vamos a estudiar cémo
se puede determinar un intervalo de confianza para la diferencia de medias p1 — po a partir de muestras
aleatorias independientes de tamanos ny y no extraidas de cada poblacion respectivamente. Distinguiremos

diferentes casos

» Varianzas poblacionales ¢7 y o5 conocidas:

Ya se ha visto que un buen estimador puntual para la diferencia de medias es la diferencia de medias

muestrales X; — X,. Ademés se cumple que la distribucién muestral de la diferencia de medias es

normal con media pxr_ % = p1 — p2 (9.10) y varianza U§—17X—2 = 0}/n1 + 03 /na (9.11). Por tanto,

aplicando (11.2), se puede escribir

o o2 g2 o JER
Pl (X1 =X2) —zajo|| =+ =2 <1 —p2 < (X1 — X2) + 2zaj2|| = + =
ni n2 ni n2
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=1-a. (11.16)

Es decir, el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la diferencia de medias de dos distribuciones

normales de varianzas conocidas es

— = 2 %
I = (Xl—XQ):l:Za/Q — 4+ —=1. (1117)
n1 N9

Ejemplo IT1I-11| Volviendo a utilizar los datos del ejemplo II1-1, determinar el intervalo de confianza para la diferencia de

medias de las dos primeras muestras. Suponer la varianza poblacional conocida.

X1=99 nm=9 o=
Y1=9.3 n2:9 0'224
_ _ 2 2
I= [(Xl—Xg)iza/z ﬁ+”—2] =
ni1 n2

= [(9.9 —9.3) £ 1.96y / % + 1—96] =[0.6 £ 3.7]

por lo que el intervalo de confianza es (—3.1,4.3).

» Varianzas poblacionales 0? y 07 desconocidas y nj + ns > 30 (con n; ~ ns):

Generalmente no se conoceran a priori los valores de las varianzas poblacionales. Sin embargo, cuando
las muestras son grandes, ya se ha visto como las varianzas muestrales son generalmente una buena
aproximacion a las varianzas poblacionales. Por lo tanto, en este caso el intervalo de confianza para la
diferencia de medias puede aproximarse por las expresiones (11.16) y (11.17) substituyendo 0% y o3

por S? y S2 respectivamente

o G2 g2 L G2 g2
P (X1 =X2) = zago\| = + 2 < —p2 < (X1 = X2) + 2apa| - + 2
ni N9 ni n2

=1-a (11.18)

— = Sz §2
=1=|(X1—X2) 2404/ L +2|. (11.19)

ni na
Las aproximaciones anteriores son entonces validas para muestras grandes. Para ésto se usan diferentes
criterios. Algunos autores exigen que tanto n; > 30 como ng > 30. Aqui vamos a fijar el criterio de que

ny + n2 > 30, con la condicién adicional de que ambos tamafos muestrales sean similares (n ~ ns).

» Varianzas poblacionales 07 y o5 desconocidas con o; = 03 (muestras pequenas):

Supongamos ahora el caso de que las muestras no son grandes, por lo que no se pueden aplicar las
aproximaciones anteriores. Consideremos en primer lugar que se puede asegurar a priori que las dos
varianzas poblacionales han de ser iguales (07 = 03), aunque con valor desconocido. En este caso, por
(9.12), puede construirse la siguiente variable normal tipificada

L (X7 —X2) — (11 — 1o) _ (K_E)—(m—uz)' (11.20)

(7'2 0'2
1 2 1 1
e + o o2 (_ + _)

ni no
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Por otra parte, por (9.21), sabemos que (ny — 1)5%?/0% y (na — 1)S3 /0 obedecen a distribuciones x?2
con n1 — 1 y ny — 1 grados de libertad respectivamente. Por tanto, se puede construir la siguiente
variable x? con n, + ng — 2 grados de libertad

(n1 —1)S% 4 (n2 - 1S3 (m —1)SF + (n2 —1)S3

2 _
Xnit+na—2 = o2 o2 - o2

Recordando que una variable ¢ de Student con n grados de libertad se define como ¢, = Z/+/x2/n, el

siguiente estadistico seguird una distribucién t con nq + no — 2 grados de libertad

;= (Xl XQ) /1,1 2 /\/ ny — 1 S + (nz — 1)52

2( 02n1+n2—2)
o

(X1 — X5) — (11 — p2)

= , (11.21)
/1 1
S/ s+ s
donde se ha definido S}, como
—1)S2 + (ng — 1)52
g2 m L 2 11.22
P ny +no — 2 ( )
Por lo tanto, para dicha variable T se puede escribir
X - X0) — (-
P _ta/2,n1+n272 < ( ! 2)1 (/1’11 M2) < ta/2,n1+n272 =l-«a
SpAf T g
P(Yf)ts,/1+1< < (X1 — X3) +ta/nS 1+1
1 2 a/2Pp m g H1 — p2 1 2 a/2°p " o
=1-a. (11.23)

Y el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la diferencia de medias de dos poblaciones normales

de varianzas desconocidas pero iguales es

. T 1
I= (X1 —X2) £ taamtny—250y ) — + —} : (11.24)

ni n2

Al calcularse por (11.22), Sﬁ representa una estimacién puntual de la varianza comin o2, calculdndose

como una media ponderada, con el niimero de grados de libertad, de las dos varianzas observadas.

Hay que indicar que las relaciones anteriores siguen siendo una buena aproximacién ain cuando existan
algunas diferencias entre las varianzas poblacionales si los tamanos de las muestras son iguales. En
general, para calcular intervalos de confianza para la diferencia de medias siempre serd conveniente

contar con muestras de tamano lo mas parecido posible.
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Ejemplo I11-12| Calcular el intervalo de confianza para la diferencia de medias en dos métodos distintos empleado por

Michelson para determinar la velocidad de la luz (expresamos la velocidad como ¢ = z + 299000 km/s).
e Método i): 850, 740, 900, 1070, 930, 850, 950, 980; n1 = 8.
e Método ii): 883, 816, 778, 796, 682, 711, 611, 599, 1051, 781, 578, 796; no = 12.

Tenemos n1 + ne < 30. Supondremos o1 = o2.

X, =90875 S1=991 n =8
Xo=1756.83 S =1335 no=12

ny —1)S + (n2 —1)S5 7 x99.1° + 11 x 133.5

= 14710.
ni +mne —2 18 (AL

52 =
= S, =121.3

Por otro lado, si usamos a = 0.05, tenemos to.025,18 = 2.101 (tablas). El intervalo serd entonces

— 1 1
= |:(X1 — Xz) ita/27n1+n2728p Tl—l + n—2:| =

= l(908.8 —756.8) £2.101 x 121.3 X Sp1/ % %] = [152 £+ 116].

El intervalo de confianza solicitado es entonces (36,268) km/s (+299000).

» Varianzas poblacionales 07 y o7 desconocidas con o; # 03 (muestras pequenas):

Veamos ahora el caso general en el que no se conocen las varianzas poblacionales, no se puede asumir
que sean iguales y las muestras no son grandes. En este caso se puede hacer un desarrollo similar al

anterior y definir un estadistico equivalente a (11.21) de la forma

(E—E) = (1 — p2)
S

t=

(11.25)

Se puede demostrar que la variable anterior sigue aproximadamente una distribucién ¢ de Student con

f grados de libertad, donde f es el entero mas préximo a la aproximacion de Welch

st 5\
f _ ni no
o (53/m)? + (83/n2)?
n1+1 na+1

- 2.

Al igual que en el apartado anterior, la inclusién de esta nueva variable conduce a

. S2 82 S 82
Pl (Xi— Xz)—ta/zf\/—+—<u1—u2<(X1 X2)+ta/2f _+n_2

=1-a. (11.26)

Por lo tanto, el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la diferencia de medias de dos poblaciones
normales de varianzas desconocidas es
Sz 52
I=|(X1—X2)ttay —1+—2
ny

2

(11.27)
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Ejemplo I11-13| Repetir el ejemplo anterior, suponiendo ahora que o1 # o3.

(842

ni na

(S2/m1)?
ni+1

)2
o~ 2= 198220,
no+1

f:

+

Consultando en las tablas, obtenemos %o.025,20 = 2.086. Entonces

- [52 g2
= l(Xl —Xg):tta/gyf n—1+n—z‘| =

99.12 4 133.52
12

I= l(gos.s — 756.8) + 2.086 ] = [152 £ 109] .

El intervalo de confianza es ahora (43,261) km/s (4+299000).

Para calcular los intervalos de confianza anteriores se ha supuesto que las poblaciones de partida son
normales. Como consecuencia del teorema del limite central, para cualesquiera distribuciones de partida la
distribucién muestral de la diferencia de medias puede aproximarse por una normal siempre que el tamano
de las muestras sea suficientemente grande. En consecuencia, la expresién (11.19) sigue siendo aplicable para

distribuciones no normales y muestras grandes. Un caso particular de este resultado es el siguiente:

= Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones

Supongamos que se quiere encontrar un intervalo de confianza para la diferencia entre los pardmetros
p1 v p2 de dos distribuciones binomiales. Un buen estimador puntual de esta diferencia es la diferencia
de proporciones P; — P», donde P; es la proporcién de éxitos en una muestra de tamano nq de la
primera poblacién, y lo mismo para P,. Teniendo en cuenta que la varianza de la distribucién muestral
de una proporcién puede escribirse como: o, = p(1 — p)/n, la varianza de la distribucién muestral de

la diferencia de proporciones sera

p1(l—p1) | p2(l —po

7y =) il p)
ny %)

Por tanto, suponiendo que las muestras son grandes, y que, por lo tanto, la distribucién muestral de

la diferencia de proporciones es aproximadamente normal, se puede escribir, por analogia con (11.19),

que el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la diferencia de proporciones es

P(1-F)  P(-Fy)
n1 Nno

I—(E—EHwWV (11.28)

11.3. Intervalos de confianza para la varianza
I

A continuacién se estudia como se puede calcular un intervalo de confianza para la varianza de una
distribucién normal. Supongamos que se extrae una muestra de tamano n sobre la que se calcula la varianza
muestral S2. Por (9.21) sabemos que el estadistico (n — 1)5%/0? sigue una distribucién x? con n — 1 grados

de libertad. Por lo tanto se puede expresar

(n—1)8?
P <X%a/2,nl < Y52 < X2/2,n71 =1-aq,

donde Xi /2,n—1 €8 la abcisa de la distribucién x? con n — 1 grados de libertad que deja a su derecha un area
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igual a /2, y de manera similar para y?__ /21" Nétese que aunque la distribucién de x? no es simétrica,
el intervalo se ha escogido para que el drea de las dos colas sea igual a a/2.

Dividiendo cada término de la desigualdad por (n — 1)S? e invirtiendo las desigualdades, se obtiene

2 2
X1—a/2,n—1 1 Xa/2,n—1
P > , -1

((n—1)82 <02 < (n—1)52 @7

—-1)8? —-1)8?
p(ZDS o (ZDST (11.29)
Xa/2,n—1 X1—a/2,n—1

Por lo tanto, el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la varianza de una distribucién normal con

n—18% (n—1)8?
(= [ DS (nm ST (11.30)
Xa/2n—1 Xl—a/2,n—1

varianza muestral 52 es

Este intervalo no tiene por qué ser simétrico en torno a la varianza muestral. De la misma manera, el intervalo

de confianza para la desviacion tipica de una poblacién normal puede escribirse como

n—1)52 n—1)52 |
r= |, DS DS (11.31)
Xa/2,n—1 X1—a/2,n—1

Ejemplo I11-14|  Calcular el intervalo de confianza para la desviacion tipica de la segunda muestra del ejemplo I11-12.

Ya vimos que S = 133.5 y n = 12. Por otro lado, consultando las tablas vemos que, para a/2 = 0.025

tenemos

X(2).025,11 = 21.920 y Xg.975,11 = 3.816.

El intervalo sera entonces

n—1)52 n—1)S2 11 x 133.52 11 x 133.52
I — —
a Xi/z el ’ X?*Q/Z el - 21.920 3.816 ’

lo que nos conduce al intervalo (94.6,226.7) km/s (4+299000).

11.4. Intervalos de confianza para la razon de varianzas
N

Supongamos que se tienen dos poblaciones normales con varianzas o7 y o3. Vamos a estudiar cémo
construir un intervalo de confianza para la razén de dichas varianzas a partir de dos muestras independientes
de tamafios nj y ny y varianzas muestrales S? y S3 respectivamente. Anteriormente se ha demostrado que,
en este caso, el estadistico F' = (5%/0%)/(S3/03) sigue una distribucién F de Fisher con (n; — 1) y (nz — 1)

grados de libertad (9.23). Por lo tanto, se puede escribir

S2 /o2
P (Fl—a/2;n1—1,n2—1 < % < Fa/2;n1—1,n2—1> =1-a,
donde Fy_q/2:n,—1,n—1 Y Fa/2:n1—1,ns—1 5010 los valores de la distribucién F', con (n1 —1) y (n2 —1) grados de
libertad, que dejan a su derecha dreas iguales a 1—a/2 y /2 respectivamente. Multiplicando las desigualdades

anteriores por S3/5% e invirtiendo los términos, se obtiene

52 1 o? 87 1
P -t - < -1 < =< ) =1-aqa.
(Sg Fa/2;n171,n271 0—5 522 Flfa/2;n171,n271

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



134 Estimacion por intervalos de confianza

Aplicando ahora la propiedad de la distribucién F' segun la cual Fi_g., 1, = 1/Fp.u, 4, , se llega a:

(s% 1 o2 82

< —=<=F,9m—1n— =1—-aqa. 11.32
O’% S% /2im2 1>11) «Q ( )

o2
SQ Fa/2;n1—1,n2—1
Por lo tanto, el intervalo de confianza (1 — «) para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales

independientes puede expresarse como

St 1 52
' S a5 et 11.33
|:S22 Fa/Q;nlfl,n271 ’ S% 0¢/2,n2 1,n1—1 ( )

y el intervalo para la razén de desviaciones tipicas se obtiene tomando raices cuadradas en la expresién

anterior.

Ejemplo I1I-15|  Calcular el intervalo de confianza para la razén de varianzas de las dos poblaciones del ejemplo I11-12.

S1=991 n; =8 S?=09820.81
Sy =1335 np =12 S37=17822.25

2
= 51 0.5510

SZa
y ademas
Foj2im,—1,ns—1 = Fo.025;7,11 = 3.7586
4.7611 + 4.6658

Fa/2;n271,n171 = Fo.025;11,7 = T E— =4.71345
Y el intervalo se calcula finalmente como
= S—%% S—%F = {0’5510 0.5510 x 4 7135}
T |82 Fajaing —1mg_1’ 82 */Br2mbmiml T |37586" ‘ '

por lo que el intervalo buscado es (0.15,2.60). Vemos que este intervalo es compatible con que las varianzas
sean iguales.

11.5. Intervalos de confianza para datos apareados
I

En los apartados anteriores siempre que se ha trabajado con dos poblaciones se ha supuesto que éstas
eran independientes. Pero éste no es siempre el caso. Vamos a suponer ahora que se tienen dos poblaciones
normales N (u1,0%) y N(p2,03) de las que se extraen dos muestras que no son independientes. Nos vamos a
restringir al caso en el cual los tamanos n de ambas muestras son iguales entre si. Tipicamente consideraremos
la situacion en la cual las muestras no se extraen de forma independiente de cada poblacién, sino que cada
muestra consiste en la medida de una caracteristica en los mismos elementos de una poblacién. Por ejemplo,
supongamos que sobre los elementos de una muestra se mide cierta variable, después se aplica un determinado
tratamiento a la muestra y, sobre los mismos elementos, se vuelve a medir la misma variable (ej. temperatura
antes y después de aplicar un tratamiento). A este tipo de experimentos se le llama de observaciones
pareadas.

El objetivo en este caso es calcular un intervalo de confianza para la diferencia de medias pq — po en
dichas muestras. Para ello se consideran las diferencias d; = z1, — z2, (i = 1,2,...,n) entre los valores de
las variables en cada uno de los elementos de la muestra. Para plantear el problema se asume que estas
diferencias son los valores de una nueva variable aleatoria D. Si la muestra es suficientemente grande (en la

practica n > 30) puede considerarse que dicha variable se distribuye normalmente con media up = p; —pio y
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varianza 0%, Las estimaciones puntuales de estos pardmetros serdn respectivamente D y S%, que tomaran,

para una muestra en particular, los valores concretos

E _ Z?:l dz _ E?:l(xli - 1172.;)

n n

Yy (di — d)?

n—1

)

52 =

El problema se reduce entonces a calcular un intervalo de confianza para la media up de una distribucién
normal. Por analogia con (11.7) y aproximando la varianza 0% por S% por ser la muestra grande, puede

escribirse entonces

— S — S
P(D—Za/z\/—%<,ul—u2<D—|—Za/2\/—%) =1-aq, (11.34)

donde se ha igualado up a pu1 — pue. Por lo tanto, el intervalo de confianza de nivel (1 — «) para la diferencia

de medias de observaciones pareadas con n > 30 puede expresarse como

SD} (11.35)

I=|D+z,—

[ ARV

En el caso de que la muestra fuera pequefia (n < 30) habria que substituir la distribucién normal por
una distribucién ¢, siendo el intervalo de confianza

_ Sp

I= [D ttas2,n-1 %}

Ejemplo III-16|  Se aplica un proceso para aumentar el rendimiento en 10 fabricas muy diferentes (no dejar tomarse el

bocadillo a media manana). Los rendimientos (en ciertas unidades, como toneladas/dfa) antes y después

(11.36)

son:

antes |13 22 4 10 63 18 34 6 19 43| X,
después | 15 22 2 15 65 17 30 12 20 42 | X»

Calcular el intervalo de confianza para el aumento del rendimiento.
Si definimos las diferencias como

D; =Xo; — X1,

)

obtenemos: D; = 2, 0, -2, 5, 2, -1, -4, 6, 1, -1. Con estos datos ya podemos calcular

_ D,
~_ D s
n

»(di — d)?
Sp = Lim (&= d? =3.08

n—1
Como el nimero de datos es menor que 30, usamos to.025,0 = 2.262 (tablas). El intervalo que buscamos
serd, entonces

= {E +to/on-1 %] [0.8 4 2.262?/'—?_?)] =[0.8+2.2],

es decir, (—1.4,3.0).

11.6. Determinaciéon del tamano de la muestra
B

Hasta ahora siempre se ha supuesto conocido el tamano de la muestra n. Sin embargo, y fundamentalmen-

te en el disenio de experimentos, en ocasiones el problema principal es la determinacién del tamano muestral
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requerido para obtener la estimacién de los parametros poblacionales con una determinada precisién. Nétese
que una muestra demasiado grande puede traducirse en una perdida de tiempo y dinero, mientras que, si la
muestra es demasiado pequena, no se obtendra la fiabilidad deseada y el experimento serd un fracaso.

La precision de una estimacién por intervalos de confianza vendra marcada por la longitud del intervalo
(en ocasiones, llamada error). Para ilustrar el problema supongamos que tenemos una distribucién normal y
que queremos determinar la media poblacional ;1 a partir de la media muestral X. El intervalo de confianza

vendrd entonces dado por (11.5), de manera que la longitud [ del intervalo es

o
=2z, /2%.

Es decir, la longitud del intervalo es inversamente proporcional al tamano de la muestra y la precisién
aumenta, por tanto, al aumentar n. El problema se plantea entonces en cémo calcular el tamafno de la
muestra n para estimar la media poblacional con una cierta precisién, es decir, para que la diferencia entre
la media poblacional y muestral sea, en valor absoluto y con un cierto nivel de confianza (1 — &), menor que
un cierto error, denotado por €

PX—e<p<X+e=1-a.

De esta forma, comparando la expresién anterior con (11.4), una vez fijado « puede calcularse n igualando

el error € a la semilongitud del intervalo (1/2)

o2

€’

g

622&/2% (1137)

_ .2
= n = ZQ/Q
Es decir, si se utiliza X como una estimacién de p, puede tenerse una confianza del (1 — «)100 % de que,
en una muestra del tamano anterior, el error no excederd a un valor e.
Para poder aplicar la expresién anterior es necesario conocer previamente o. Si éste no es el caso, en
la préctica se toma una muestra piloto pequena (aunque es deseable que n > 30) para poder estimar o

mediante la desviacion tipica muestral S.

Ejemplo I11-17|  En el ejemplo II1-1, ;jcudl ha de ser el tamano de la muestra para poder determinar la media con un error

de 0.57
o2

n==z,/2—%
/272

En este caso tenemos zp.025 = 1.96, 0 =4 y € = 0.5. Por tanto, n = 245.86 ~ 246.
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Capitulo 12

Contrastes de hipodtesis

“La primera condicién de una hipédtesis es que debe poder entenderse.”

Thomas Henry Huxley (1825-1895)

Las aplicaciones de la estadistica a la investigacién cientifica van mucho més alld de la estimacién de
parametros poblacionales vista en el tema anterior. Tipicamente, el método cientifico se caracteriza por
basarse en la construccién de hipétesis, o modelos, lo mas simples posibles de cémo funciona cierto aspecto
de la naturaleza, y la comprobacién o refutacién de tales hipdtesis por medio de la experimentacién. A través
del contraste de hipdtesis, la estadistica proporciona procedimientos éptimos para decidir la aceptacién
o el rechazo de afirmaciones o hipdtesis acerca de la poblacién en estudio. Las hipdtesis se contrastan
comparando sus predicciones con los datos experimentales. Si coinciden dentro de un margen de error, la
hipotesis se mantiene. En caso contrario se rechaza y hay que buscar hipdtesis o modelos alternativos que
expliquen la realidad. De esta manera, el contraste de hipdtesis juega un papel fundamental en el avance de

cualquier disciplina cientifica.

12.1. Ensayos de hipdtesis
N

Una hipétesis estadistica es una afirmacién o conjetura que se hace sobre una, o varias, caracteristicas
de una poblacion. Ejemplos de dichas afirmaciones incluyen el que la media de una poblacién tenga un de-
terminado valor, o que los valores de una variable presenten menor dispersién en torno a un valor medio en
una poblacién comparada con la dispersién en otra, etc. Evidentemente, la forma més directa de comprobar
tales hipdtesis seria estudiando todos y cada uno de los elementos de la poblacién. Sin embargo, frecuen-
temente ésto no es posible (la poblacién podria ser incluso infinita), por lo que el contraste de la hipétesis
ha de basarse en una muestra, que supondremos aleatoria, de la poblacién en estudio. Al no estudiarse la
poblacién entera, nunca podremos estar completamente seguros de si la hipdtesis realizada es verdadera o
falsa. Es decir, siempre existe la probabilidad de llegar a una conclusién equivocada.

Los métodos de ensayos de hipdétesis que se tratan en este tema permitirdan estudiar si, en términos
de probabilidad, la hipétesis de partida puede ser aceptada o debe ser rechazada. Debe quedar claro que el
rechazo de una hipdtesis implica que la evidencia de la muestra la refuta. Es decir, que existe una probabilidad
muy pequena de que, siendo la hipdtesis verdadera, se haya obtenido una muestra como la estudiada. Por
otro lado, una hipdtesis se aceptard cuando la muestra no proporcione evidencias suficientes para refutarla,
lo cual no quiere decir que la hipétesis sea verdadera. Por ejemplo, si se ha hecho la hipétesis de que la media

de una poblacién es cero, y se encuentra que los valores tomados tienen, por ejemplo, media 0.1 y desviacién
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tipica 10, podremos llegar a la conclusién de aceptar la hipétesis, lo cual no descarta que la media real de la
poblacién sea, por ejemplo, 0.2.

El primer paso en un proceso de ensayo de hipdtesis es la formulacién de la hipétesis estadistica que se
quiere aceptar o rechazar. Comunmente, se formulan las hipdtesis estadisticas con el propésito de rechazarlas
para asi probar el argumento deseado. Por ejemplo, para demostrar que un producto es mejor que otro, se
hace la hipétesis de que son iguales, es decir, que cualquier diferencia observada es debida tnicamente a
fluctuaciones en el muestreo. O por ejemplo, si se quiere demostrar que una moneda estd trucada (no existe
la misma probabilidad de que salga cara o cruz) se hace la hipdtesis de que no estd trucada (es decir, la
probabilidad p de cara o cruz es siempre 0.5) y a continuacién se estudia si los datos de la muestra llevan a
un rechazo de esa hipétesis. Por este motivo, a la hipotesis de partida que se quiere contrastar se la llama
hipétesis nula, y se representa por Hy. La hipdtesis nula es por tanto la hipdtesis que se acepta o rechaza
como consecuencia del contraste de hipdtesis. Por otra parte, la hipdtesis que se acepta cuando se rechaza
Hj es la hip6tesis alternativa, denotada por H;. Es decir, si se acepta Hy se rechaza H; y al contrario. En
el ejemplo de la moneda trucada la hip6tesis nula seria p = 0.5 y la hipdtesis alternativa p # 0.5. En muchas
ocasiones una hipétesis nula referida a un parametro poblacional especificard un valor exacto del parametro,
mientras que la hipétesis alternativa incluiré la posibilidad de varios valores. Por otra parte, cuando se trate
de comparar dos poblaciones, la hipdtesis nula suele ser que las dos poblaciones tienen el mismo parametro
(ejemplo, media) y la alternativa, que los pardmetros son diferentes.

Es importante recordar que la hipdtesis nula, aunque se acepte, nunca se considera probada (por ejemplo,
para probar que exactamente la media de una poblacién tiene un determinado valor, habria que estudiar
todos los elementos de la poblacién), sin embargo, si puede rechazarse. Asi, si suponiendo que Hj es cierta,
se encuentra que los resultados observados en una muestra aleatoria difieren marcadamente de los que cabria
esperar teniendo en cuenta la variaciéon propia del muestreo, se dice que las diferencias son significativas y
se rechaza Hy.

Para realizar un contraste de hipétesis se utiliza un estadistico de prueba (también llamado funcién
de decisién del contraste) cuya distribucién muestral se supone conocida si la hip6tesis nula Hy es verdadera.
Asi, por ejemplo, si Hy es que en una poblacién normal la media tiene un determinado valor y, el estadistico
de prueba serd la media muestral X, cuya distribucién tendrd media u y desviacién tipica o/y/n. Una vez
elegida una muestra, se medira el estadistico de prueba y se comprobard si el valor que toma es compatible
con la distribuciéon muestral esperada si Hy fuese cierta. Si el valor medido difiere considerablemente de
los valores esperados, la hipétesis nula se rechazara. Todos los posibles valores del estadistico que llevan a
rechazar H constituyen la regién critica del contraste. Por el contrario, todos los valores que llevan a una
aceptacién de Hy determinan la regién de aceptacién. En el ejemplo anterior, los valores de X préximos

a p determinaran la region de aceptacién, mientras que los alejados de p constituiran la regién critica.

12.2. Tipos de errores y significaciéon
B

Como ya se ha indicado, un ensayo de una hipdtesis estadistica nunca es infalible, en el sentido de
que siempre existe una probabilidad de cometer un error en las conclusiones del contraste. Este error es
bésicamente debido a la limitacién de informacion intrinseca a la muestra. Diferenciaremos entre dos tipos

posibles de errores:

= Si se rechaza la hipétesis Hy cuando es verdadera se dice que se comete un error de tipo I.
= Si se acepta la hipétesis Hy cuando es falsa se dice que se comete un error de tipo II.
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En cualquiera de los dos casos se comete un error al tomar una decision equivocada. Estos dos tipos de

errores se resumen en la siguiente tabla:

H H, verdadera, Hj falsa
Se acepta Hy Decision correcta Error tipo II
Se rechaza H Error tipo 1 Decisién correcta

Una definicién importante es la siguiente: se define nivel de significacion « de un contraste de hipétesis a
la probabilidad de cometer un error de tipo I. Es decir, si se repitiera un gran niimero de veces un contraste de
hipétesis y Hy fuese verdadera, en el 100(1 —a) % de los casos llegariamos a la conclusién correcta de aceptar
Hy y el 100a% de las veces cometerfamos el error de rechazar Hy. Normalmente, el nivel de significacién
se fija antes de realizar el contraste. Nétese que el valor de « es el que determina los tamanos de la region
critica y la regién de aceptacion, de forma que a menor o mayor serd el tamaio de la regién de aceptacién (o
menor el de la regién critica), al ser menor la probabilidad de equivocarse y rechazar Hy cuando es verdadera.
Tipicamente se suelen tomar niveles de significacién fijos de 0.05 6 0.01 aunque cualquier valor es en principio
posible. Cuando, por ejemplo, se usa @ = 0.05 se dice que la hipdtesis se acepta o se rechaza al nivel de
significacion 0.05. Evidentemente, interesa que dicho nivel de significacién sea lo méds pequeno posible. Sin

embargo ésto no puede hacerse sin tener también en cuenta los posibles errores de tipo II.

Ejemplo IV-1 Se quiere probar si una moneda esta trucada. Para ello se lanza la moneda 10 veces y se anota el nimero

de caras. El proceso seguird una distribucién binomial.

Hipétesis nula Ho: p = 0.5
Hipoétesis alternativa Hqi: p # 0.5

El estadistico de prueba es la proporcion de éxitos

B numero de caras

numero de ensayos

Aceptando Hp como hipétesis inicial, vamos a calcular las probabilidades de que el estadistico de prueba

esté dentro de diferentes intervalos. Usamos la tabla de la distribucién binomial.

10 10
P(04<P<06) =) b(;10,05) = Y b(w;10,0.5) = 0.828 — 0.172 = 0.656.

r=4 =T

Y, de la misma forma,

Si nos fijamos, por ejemplo, en P(0.2 < P < 0.8) = 0.978, vemos que entonces podemos también escribir
P(X =0,1,9,10) = 0.02, donde X es el estadistico numero de caras. En este caso definirfamos las regiones

criticas y de aceptaciéon como

A: {z:2<2<8}
C:{z:2<2 o0 z>8}
Segun esto, la probabilidad de comer un error de tipo I (o rechazar la hipétesis nula cuando es verdadera)

es 0.02. Es decir, a = 0.02, donde « es el nivel de significacién. En resumen, nos equivocaremos en un 2 %
de los casos.

La probabilidad de cometer un error de tipo II, denotada por (3, es tipicamente imposible de calcular
a no ser que se tenga una hipétesis alternativa especifica. Por ejemplo, en el contraste de la media de una
poblacién, si la media real i/ fuese un valor muy cercano a la media que estamos suponiendo en la hipétesis

Hy, la probabilidad de cometer un error de tipo II seria muy alta, pero no la podemos conocer a priori a
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no ser que se supongan ciertos valores para p'. En otras palabras, si la hipétesis nula es falsa, 3 aumenta
cuando el valor verdadero del parametro se acerca al valor hipotético establecido en Hy. Cuanto mayor es
la diferencia entre dicho valor hipotético y el real, menor sera 3. Tipicamente, los errores de tipo II han de
acotarse imponiendo que, si hubiese una diferencia que se considere significativa entre el valor supuesto en
Hj y el valor real, la probabilidad 8 de cometer un error de tipo II (y aceptar Hy cuando es falsa) no sea
mayor que un determinado valor.

Es claro que los errores de tipo I y tipo II se relacionan entre si. Desafortunadamente, para una muestra
dada, una disminucién en la probabilidad de uno se convierte en un aumento en la probabilidad del otro. De
forma que normalmente no es posible reducir ambos errores simultdneamente. La tnica forma en que ésto
es posible es aumentando el tamano de la muestra. Para cada caso particular, habra que estudiar cudl de los
dos tipos de errores es mas importante controlar, y fijar las regiones de aceptacién y critica de forma que
se acote el error menos deseable de los dos. Para disminuir a se disminuye el tamano de la regién critica,
y lo contrario para (. Esto nos lleva a un concepto importante en el contraste de hipdtesis: se denomina
potencia de una prueba a la probabilidad de rechazar la hipétesis nula Hy cuando es falsa. Es decir, su
valor es 1 — 3 y, depende, por tanto, del verdadero valor del parametro. La potencia de una prueba se puede
considerar como una medida de la sensibilidad para detectar diferencias en los valores del pardmetro. Si se
fija de antemano el nivel de significacion, se elegira siempre el tipo de contraste que presente una potencia
mayor para un determinado tamano muestral.

Ejemplo IV-2 En el ejemplo anterior, para calcular la probabilidad de cometer un error de tipo II debemos suponer un

valor conocido para la proporcién de éxitos, pyerq-

a) Supongamos que Pyerd = 0.7. Entonces

10 10
B =P(2< X <8, dado que pygq = 0.7) = Z b(x;10,0.7) — Zb(:c; 10,0.7) = 1.000 — 0.149 = 0.851.
=2 z=9

b) Supongamos que py,.q = 0.9. Entonces

10 10
B=P(2< X <8, dado que pyoq = 0.9) = Z b(x;10,0.9) — Zb(:c; 10,0.9) = 1.000 — 0.736 = 0.264.
=2 z=9

La potencia de la prueba (probabilidad de rechazar Ho cuando es falsa) serfa
a)1— B3 =0.149

b) 1 -8 =0.736

Serfa necesario aumenta el tamano de la muestra para obtener potencias mayores.

Con el fin de ilustrar los conceptos expuestos anteriormente supongamos que se quiere hacer un contraste
sobre la media de una poblacién normal. La hipotesis nula Hy es en este caso u = pg. Como estadistico de
prueba se utiliza la media muestral, que como sabemos, si Hy es cierta, seguird un distribucién N (ug, o/v/n).
Es decir, la variable dada por Z = (X — pg)/(0/+/n) sigue una distribucién normal tipificada.

Por las propiedades de la distribucién normal, sabemos que, si Hy es cierta, el 95% de las veces el
estadistico Z se situaria entre los valores —1.96 y 1.96 mientras que sélo un 5% de las veces obtendriamos
valores mayores que 1.96 o menores que —1.96. Esto quiere decir que, para un nivel de significacién de
a = 0.05 la regién de aceptacién estaria definida por los valores del intervalo (—1.96,1.96) mientras que la
regién critica estarfa dada por (—oo, —1.96) y (1.96, 00). Es decir, la probabilidad de que cometer un error de
tipo I (o el nivel de significacién) ha de coincidir con el drea de la regién critica. De esta manera, cuando se
obtuviese un valor de X situado en la regién critica rechazariamos la hipétesis nula al nivel de significacion
0.05, mientras que la aceptariamos en caso contrario. Nétese que si Hy fuese falsa pero el valor verdadero
de p estuviese muy préximo a o tendriamos una probabilidad muy alta de aceptar Hyp, y por lo tanto de
cometer un error de tipo II.

El ejemplo anterior nos permite ver cémo el contraste de hipdtesis estd intimamente relacionado con la
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estimacién por intervalos de confianza vista en el tema anterior. Efectivamente, en dicho ejemplo, el intervalo

de confianza del (1 — «) % para la media o viene dado por

PlT—2z i< <THz 7 =1—« =
a/2\/ﬁ Ho a/2\/ﬁ

L — Ho
p(- il —1-a.
<Zoz/2< U/\/ﬁ<za/2> «

y ésto coincide con la regién de aceptaciéon para un nivel de significacién a. Es decir, el contraste de la
hipétesis Hy (en este caso, i = o) con un nivel de significacién « es equivalente a calcular un intervalo de
nivel de confianza 1 — « y rechazar Hy si la media muestral no estd dentro del intervalo. De esta forma,
generalmente se puede emplear el intervalo de confianza para realizar el contraste de hipotesis. Este resultado

se puede extender a los intervalos de confianza de varianzas, diferencia de medias, etc.

Ejemplo IV-3 Supongamos que tiramos una moneda 100 veces. Como n es grande, bajo la hipétesis nula Hy : p = 0.5,

tenemos que P sigue una distribucién normal de media 0.5 y desviacién tipica o = 1/p(1 — B)/n, es decir

N (p, @) = N(0.5,0.05).

Podemos construir una distribucién normal tipificada utilizando

Para buscar la regién de aceptacién y la region critica tomamos como nivel de significacién a = 0.05. En

ese caso, z,/2 = 1.96. Es decir

+1.96 = pO_OO5'5 = P=0598 =z =p x n=59.8 caras
~1.96 = po_o? =P =0402 = z =P x n = 40.2 caras

Entonces podemos decir que, con un nivel de confianza del 95 %,

A: {40 < 2 < 60}
C: {x <40y z > 60}

Dicho de otra forma, si obtenemos un nimero de caras comprendido entre 40 y 60, no podemos rechazar

Hy (al nivel de significacién elegido).

Calculemos ahora la probabilidad de cometer un error de tipo II.

0.7 x 0.3

100 = N(0.7,0.0458). Usando z = (p — 0.7)/0.0458,

a) Si pyerq = 0.7=> N (O.?,

B=P(40 < z < 60) = P(0.4 <P < 0.6) = P(—6.55 < z < —2.18) = 0.0146.

La potencia serd 1 — 8 = 0.9854 (probabilidad de rechazar Hy siendo falsa). Es la probabilidad de que si
q = 0.7 nuestro experimento detecte esa diferencia.

0.9 x0.1
100

Pyer

b) Si pyerg =09 = N <0.97 > = N(0.9,0.03). Usando z = (p — 0.9)/0.03,

B=P(40 <z <60)=P(0.4<p<0.6)=P(—16.67 < z < —10.) ~ 0.0.

La potencia serd 1 — 8 ~ 1.0 (seguro que lo detectamos; la moneda es “muy falsa” y hemos realizado
muchos lanzamientos).
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12.3. Contrastes bilaterales y unilaterales
I

En el ejemplo anterior se ha visto como la regién critica se dividia en dos intervalos de la recta representada
por los valores posible del estadistico. En general, a un contraste de hipotesis en el que la region critica se
divide en dos partes se le llama bilateral y se dice que se hace un ensayo de dos colas. Generalmente,
aunque no siempre, el drea de cada cola suele coincidir con la mitad del nivel de significacién. Por ejemplo,
si el contraste se hace sobre el valor de la media poblacional y las hipdtesis nula y alternativa tendran

tipicamente la siguiente forma

{H(“ p=Ho (12.1)

Hy: p#po
Es decir, se intenta probar si el parametro puede tomar un determinado valor o si, por el contrario, ha
de ser diferente (sin importar que sea mayor o menor). Otro ejemplo seria el contraste sobre la igualdad de
medias de dos poblaciones. En este caso la hipdtesis nula es que las dos medias coinciden y la alternativa es

que son diferentes

(12.2)
Hy: o o # pe

A veces interesa comprobar si un pardmetro es mayor (o menor) que un determinado valor. Es decir, no

{Hoi M1 = 2

sélo interesa que sea diferente sino que hay que comprobar la hipdtesis de que la diferencia vaya en un cierto
sentido. En estos casos se define un contraste unilateral, o un ensayo de una cola, como aquel en el que
la region critica estd formada por un tnico conjunto de puntos de la recta real. En este caso, el area de la
Gnica regién critica ha de coincidir con el nivel de significacién. Por ejemplo, si se quiere comprobar que la

media de una poblacién es mayor que un cierto valor se plantearan las siguientes hipétesis

{H03 u < po (12.3)

Hll W > Lo

En este caso la regién critica cae en la cola derecha del estadistico de prueba, mientras que la cola
izquierda forma parte de la regién de aceptacién. Otro ejemplo es aquel en el que interesa comprobar si la

media de una poblacién es mayor que la de otra. En este caso

{ Ho: p1 < po (12.4)

Hy:o o > pe

El contraste unilateral se ilustra en la siguiente figura, en la que se supone que se tiene una distribucién
normal. Nétese que, para el mismo nivel de significacién que en el caso bilateral, la abcisa en la que comienza
la regién critica (llamada valor critico) disminuye para que se conserve el drea total.

En la siguiente tabla se dan los valores criticos para ensayos de una y dos colas y diferentes niveles de

significacion en el caso de que el estadistico siga una distribucién normal:

| Nivel de significacién o || 0.10 | 0.05 | 0.01 | 0.005 | 0.001 |

|z| critico (unilateral) 1.282 | 1.645 | 2.326 | 2.576 | 3.090
|z| critico (bilateral) 1.645 | 1.960 | 2.576 | 2.807 | 3.291

Es importante hacer notar que el hecho de hacer un contraste unilateral o bilateral depende de la con-
clusién que se quiera extraer y es algo que, en general, hay que decidir a priori, es decir, antes de realizar las

medidas y los calculos.
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Ejemplo IV-4 Necesitamos utilizar un contraste unilateral para probar que una moneda estd cargada para sacar mas

caras:

Ho: p<0.5
Hi:p>0.5

Si, como en el ejemplo anterior, suponemos n = 100, tenemos zp.05 = 1.645 y

_p—05
T 005
Es decir
p—0.5 _
1.645 = = 0.582.
005 P
Las regiones critica y de aceptacion serd entonces
A: {z:x <58}
C: {z : 2 > 58}

Si z € A no podemos rechazar Hy (incluso con 58 caras).

12.4. Fases de un contraste de hipdtesis
I

Como resumen de los conceptos vistos hasta ahora, a continuacion se especifican los procedimientos que

hay que seguir para realizar un contraste de hipétesis:

1. Establecer cuéles son las hipdtesis nula Hy y alternativa H;. En este momento habra que decidir si el
contraste va a ser unilateral o bilateral para asi elegir entre las formulaciones (12.1) y (12.2) o (12.3)
y (12.4).

2. Elegir un nivel de significacion a.

3. Especificar el tamafnio muestral n. En ocasiones, dicho tamano viene dado antes de hacer el contraste.
Sin embargo, cuando se esta disenando un experimento habra que elegir un tamano muestral éptimo.

Normalmente ésto se hace, para un « fijo, acotando los errores de tipo II que nos podemos permitir.

4. Seleccionar el estadistico de prueba apropiado. Nétese que la distribucién muestral de este estadistico

se supone conocida bajo la hipétesis de que Hy es verdadera.
5. Determinar la regién critica a partir del tipo de estadistico de prueba y el nivel de significacién deseado.
6. Calcular el valor del estadistico a partir de los datos de la muestra particular que se tenga.

7. Tomar la decisién estadistica apropiada. Es decir, rechazar Hy si el estadistico toma un valor en la

regién critica, o aceptarla (o como minimo, no rechazarla) en caso contrario.
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Capitulo 13

Contrastes de hipdtesis para una

poblacion

“Los grandes conocimientos engendran las grandes dudas.”

Aristételes (384-322 a.C.)

En este tema se presentan los contrastes de hipétesis para diferentes parametros poblacionales de una
tnica poblaciéon. Debido a la intima relacién existente entre los contrastes de hipdtesis y los intervalos
de confianza, utilizaremos las expresiones vistas en temas anteriores para estos tultimos para describir los
contrastes. En todo lo siguiente se supone que se tiene un muestreo con reemplazamiento o en una poblacién

infinita. En otro caso habra que hacer las modificaciones necesarias en las expresiones ya vistas.

13.1. Contraste de la media de una poblacién normal
I

Supongamos que se tiene una poblacién normal de la cual se extrae una muestra aleatoria descrita por
X1,Xs,...,X,. Como estimador de la media poblacional se usard la media muestral X = Z?:l X;/n, que,
en una muestra en particular tomard el valor T. A continuacién se describen los contrastes de hipdtesis para

la media de la poblacién. Al igual que para calcular los intervalos de confianza, se distinguirdn varios casos:

13.1.1. Varianza ¢? conocida

a) Constraste bilateral

En este caso, las hipétesis nula y alternativa seran respectivamente

{ Ho: p=po (13.1)

Hy:o p# po

Es decir, se intenta contrastar si la media de la poblacién tiene un determinado valor pug, o si, por
el contrario, la media ha de ser distinta. En este caso, si se supone H; verdadera sabemos que la
distribucién muestral de medias serd normal con media pux = po y U% = 02/n. Por lo tanto, se
puede definir el siguiente estadistico que seguird una normal tipificada (en el caso de que p = po) y

tomara valores
L — Ho

YN
147

z

(13.2)
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Ademas, podemos establecer que, en el caso de que Hj fuese cierta, z se distribuiria de forma que
P (—ZQ/Q <z < ZQ/Q) =1-aq,

donde z,/ es la abcisa de la normal N(0,1) que deja a su derecha un drea de probabilidad igual a
a/2.

Es decir, existiria una probabilidad « (nivel de significacién) de encontrar T fuera de ese intervalo. Esto

nos define entonces la regién de aceptacién A y critica C' del contraste como
A={z:|z]| < zq/2} ; C={z:|z] > zqa/2}. (13.3)

En otras palabras, si se encuentra que
T — pol

EING < Za/2, (13.4)

se acepta Hy. Por el contrario, si
T — pol

o/ /i

la hipdtesis nula se rechaza al nivel de significacion a.

Ejemplo IV-5 | Se hacen 50 medidas de la acelaracién de la gravedad, g, y se obtien valores que conducen a T = 9.9 m/ s2.

Se sabe que, por el error en el método, o = 0.4 m/sQ. ;Es el valor medio significativamente diferente del

> Za /2,

valor esperado de g (po = 9.8 m/s?)?

Seguimos los pasos del contraste de hipotesis:

1. Establecemos las hipétesis nula y alternativa

Ho:p=98
Hy:p#98
2. Fijamos el nivel de significacién: o = 0.05.

3. Especificamos el tamano muestral: n = 50.

4. Seleccionamos el estadistico de prueba adecuado: si Ho es correcta, entonces z = (T — 9.8) /(o /\/n)

sigue una distribuciéon normal tipificada.
5. La regién critica serd entonces: C' = {2 : |z| > 242}, donde z, /2 = 20.025 = 1.96.
6. Calculamos el valor del estadistico:

9.9 - 9.8

B 177 < 1.96
0.4//50

£

7. Como |z| < z4/2 = no se rechaza Ho.

b) Contraste unilateral

En este caso las hipdtesis nula y alternativa serian del tipo

{Hoi < po (13.5)

Hy: p>po

donde estamos contrastando si la media de la poblaciéon puede o no ser mayor que un determinado
valor. También podrian invertirse las desigualdades y hacer el contraste de una cola contrario. Se define

aqui el mismo estadistico z (13.2) que para el contraste bilateral.
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La regién critica se sittia en este caso en la cola derecha de la distribucién, de forma que podemos

establecer que
A={z:2<z,} ; C=A{z:2> 2z}, (13.6)

donde z, es la abcisa de la normal N(0,1) que deja a su derecha un drea de probabilidad igual a a.
Es decir, solo se rechaza Hj si la media muestral toma un valor mucho mayor que el supuesto en la

hipétesis nula.

En otras palabras, si se encuentra que
T — o

a/v/n

< Za, (13.7)

se acepta Hy. Por el contrario, si
T — o

a/v/n

la hipdtesis nula se rechaza al nivel de significacion a.

> Za,

Ejemplo IV-6 | Con los datos del ejemplo anterior, queremos probar si el valor obtenido es significativamente mayor que
po = 9.8 m/s%.

Es un contraste unilateral

Ho:p <98
Hl:,u>9.8

Usamos el mismo nivel de significacién (o = 0.05), T y n. La regién critica serd ahora C' = {z : z > 2.},
donde zo = z0.05 = 1.645.

Calculamos el estadistico _
7= T~
o//n

Como z > za, rechazamos Hj al nivel de significacion a = 0.05.

=1.77

13.1.2. Varianza ¢? desconocida y n > 30

En el caso comtn de desconocer la varianza poblacional, no puede aplicarse estrictamente el estadistico z
dado en (13.2) para hacer el contraste de hipdtesis. Sin embargo, si la muestra es grande, la varianza muestral
definida como S? = Y"1 (X; — X)?/(n — 1) puede considerarse como un estimador preciso de la varianza
poblacional. Por lo tanto, y de forma aproximada (en la practica para n > 30) el contraste de hipé6tesis sobre

la media se puede realizar igual que en el caso anterior substituyendo ¢ por s en el estadistico z

T — Ho

z= , 13.8
ST (13.8)
y los contrastes, con las mismas hipétesis nulas y alternativas expresadas en (13.1) y (13.5), quedan:
a) Constraste bilateral
Las regiones de aceptacion y critica son
A={z:]z| <zap2} 3 C={z:l2[>zasp}
Es decir, si

— <
S/\/ﬁ > 2a)/2s
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se acepta Hy. Por el contrario, Hy se rechaza al nivel de significacién « si

|T — pol

s/v/n

> Za/2-

b) Contraste unilateral

En este caso las regiones de aceptacion y critica se expresan como
A={z:2<z2,} ; C={z:2>z}.

Por tanto si se encuentra que

< Za, (13.10)

se acepta Hy. Por el contrario, si

la hipdtesis nula se rechaza al nivel de significacion a.

13.1.3. Varianza o2 desconocida y n < 30

En el caso de que la varianza poblacional sea desconocida y la muestra sea pequena no se considera valido
suponer que el estadistico (13.8) sigue una distribucién normal. En este caso, el contraste de hipéGtesis sobre

la media puede hacerse definiendo un nuevo estadistico t

tfx—uo

~s/Vn

y utilizando que, como se estudié en el tema anterior, esta nueva variable sigue una distribucién ¢ de Student

(13.11)

con n — 1 grados de libertad.
Entonces, los contrastes para la media, con las mismas hipdtesis nulas y alternativas expresadas en (13.1)
y (13.5), son iguales que para el caso de varianza conocida pero substituyendo o por la desviacién tipica

muestral s y la distribucién normal por la distribucién ¢t. Es decir:

a) Constraste bilateral

Al ser la distribucién ¢ una distribucién simétrica se puede expresar que, si Hy se cumple (es decir, si
1= po), entonces

P (_ta/2,n71 <t< ta/Z,nfl) =1-q

donde t,/2 ,—1 es la abcisa de la distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad que deja a su
derecha un drea de probabilidad igual a «/2. Por lo tanto, las regiones de aceptacién A y critica C' del
contraste son

A={t:|t| <tajzn-1} ; C={t:|t| >tajan-1} (13.12)

donde la variable ¢ se define en (13.11) Entonces, si se encuentra que

[T = ol <t

- 13.13
S/\/ﬁ — a/Q,n 1 ( )

se acepta Hy. Por el contrario, si
1T — pol
—F >t _1,
S/\/ﬁ a/2,n—1
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la hipdtesis nula se rechaza al nivel de significacion a.
b) Contraste unilateral
De forma similar, las regiones de aceptacién A y critica C' para un contraste bilateral son

A={t:t<tyn-1} ; C={t:|t| >tan-1} (13.14)

Por lo que Hy se acepta si

L — Ho

< ta,nfly (1315)

w
~
B

y se rechaza al nivel de significacion « si

Z — o

s/v/n

> ta,nfl-

Hay que indicar que todas las expresiones anteriores sélo son estrictamente validas si se puede asegurar
que la poblaciéon en estudio sigue una distribucién normal. Sin embargo, siempre que las muestras sean
grandes no se comete un error excesivo si se supone normalidad y se aplican las relaciones anteriores (sobre
todo si la distribucién tiene forma de campana).

Considerando la siguiente serie de medidas de la velocidad de la luz por Michelson
(299000+): 850, 740, 900, 1070, 930, 850, 950, 980 (km/s)

se quiere saber si la media es significativamente diferente de 1000.

De la muestra anterior deducimos de forma inmediata n = 8, T = 908.8 km/s y s = 99.1 km/s. El valor de

o es desconocido y el numero de datos n < 30. Las hipdtesis nula y alternativa son:

Hp : = 1000
Hy : p # 1000

Aceptaremos Hy si
|z — pol
t=12 R0 oy L
s/~ et
Usando o = 0.10 = t0.05,7 = 1.895. Por tanto

, _ 1908.8 — 1000.0]

99.1/+/8

= 2.60 > %0.05,7,

por lo que rechazamos la hipdétesis nula.

13.2. Contraste de una proporcién
I

Supongamos que se quiere hacer un contraste de hipdtesis para el pardametro p de una distribucién
binomial. Ya se ha visto cémo la proporcién de éxitos (o nimero de éxitos dividido por el ndmero de ensayos)
constituye un estimador puntual de p. Supongamos que p es el valor de dicha proporcién en una muestra
en particular. Para realizar el contraste de hipétesis vamos a suponer que la muestra es suficientemente
grande para aproximar la distribucién muestral de P por una normal con media p y varianza p(1 —p)/n. Si la
muestra no fuese grande, las aproximaciones siguientes no son validas y habria que utilizar las propiedades

de la distribuciéon binomial para realizar el contraste.

a) Constraste bilateral
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La hipoétesis nula en este caso es que el pardmetro p toma un determinado valor pg. Es decir

Hy: =
0 P=ho (13.16)
Hy: p#po
Al ser la muestra grande, el siguiente estadistico seguira una distribucién normal tipificada
p= P00 (13.17)

p(1-P)

donde p es la proporcién de éxitos observada en la muestra y donde se ha aproximado la varianza

poblacional por la varianza muestral. Es decir, si Hy es cierta se cumplird

P—po
p(1-p)

n

P _Za/2< <Za/2 =1—-«

y, por lo tanto, las regiones de aceptacion y critica seran:
A={z:]z| < zq)2} ; C={z:|z] > za/2}

y, Hy se aceptara si

L__po_l < Zaj2, (13.18)
p(1-p)

mientras que se rechazara al nivel de significacion « si

D — pol
p(1-p)

n

> Za/2-

b) Contraste unilateral

De manera similar puede establecerse el contraste unilateral, con hipétesis

Hy : <
0 P=Po (13.19)
Hy: p>po
Las regiones de aceptacion y critica serian:
A={z:2<z,} ; C={z:2>z,}.
aceptandose Hy si B
PR (13.20)
p(1-P)

y rechazandose al nivel de significaciéon o si
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Ejemplo IV-8

Un amigo nos dice que tiene un porcentaje de acierto en tiros libres del 90 %. Para probarlo tira 100

lanzamientos y encesta solo 85. ;Le podemos creer?

Usaremos un nivel de significaciéon a = 0.05. Estamos ante un ensayo unilateral de una proporcién:

Ho :p>0.90
Hi:p<0.90

Se aceptarda Ho si B
b —DPo <

[50-B)
En nuestro caso, zo = 20.05 = 1.645 y p = 0.85, es decir

0.90 — 0.85
0.85(1—0.85)
100

por lo que no rechazamos Ho (creemos a nuestro amigo).

=1.40 < za,

13.3. Contraste de varianza de una poblacién normal

A

continuacién se plantea el contraste de hipdtesis sobre la varianza, o la desviacién tipica, de una

poblacién normal. Para ello se utilizard la propiedad vista en el tema anterior de que la variable (n—1)S? /o2,

donde S? es la varianza muestral y o2 la poblacional, sigue una distribucién x? con n — 1 grados de libertad.

a) Contraste bilateral

En este caso, la hipétesis nula y alternativa vendran dadas por

Ho: o® =aj (13.21)
Hy: o%+#0}

Es decir, se quiere comprobar si la varianza de una poblacién puede coincidir con un determinado valor
o3. Para ello se define el estadistico
X2 = w (13.22)
99
Sabemos que, si se cumple Hy, el estadistico anterior sigue una distribucién x? con n — 1 grados de
libertad. Es decir

P(Xf—a/&n—l < X2 < XZ/Zn—l) =1l-a,

donde XZ /2,n—1 €8 la abcisa de la distribucién x2 con n — 1 grados de libertad que deja a su derecha un
area de probabilidad igual a a/2, y lo mismo para X%—a /21" Por lo tanto, las regiones de aceptacién

y rechazo de la hipétesis nula serdn
2.2 2 2
A={x": Xi—a/2,;n—1 <Xx° < Xa/2,n—1}7

C={x" x> <X_apn10X>X0n 1} (13.23)

Noétese que en este caso la distribucién no es simétrica, y regién de confianza se escoge para tener areas
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iguales en ambas colas. En resumen, se aceptara la hipdtesis nula si

(n —1)s?

2 2
2 € [lea/2,n717Xa/2,n71]
90

y se rechazara al nivel de significacién « en caso contrario.

b) Contraste unilateral

Ejemplo IV-9

a partir de las hipétesis

2

Hy: 0% <o}
Hy: o0?>o03

derecha de la distribucién de forma que se tienen las regiones

A= P <xanat 3 C={:xX*>xom 1}

y la hipétesis Hy se acepta si

(n—1)s?
Tz < Xan-1

rechazédndose al nivel de significacién « en caso contrario.

(Puede ser la desviacién tipica del ejemplo IV-7 igual a 2007

Usaremos a = 0.05. Tenemos un ensayo bilateral:

Hy : 0% = 2007
H; : 0% # 2007
Aceptaremos Hy si

n—1)s
% € [X%*Oé/Z,n—lyXi/zynfl].
0

Consultando las tablas, vemos que (n =8, n—1=17)

Xi—a/2m-1 = Xborsz=1.690
Xi/lnfl = X(2)<025,7 = 16.013
mientras que

(n—1)s*>  7x99.1%
o2 2002

=1.72,

(13.24)

El contraste unilateral para la varianza de una poblacién normal puede plantearse de manera similar

(13.25)

Se define entonces el estadistico x? como en (13.22). La regién critica se sitia ahora sélo en la cola

(13.26)

(13.27)

que se encuentra dentro del intervalo requerido. Por tanto, no rechazamos Ho (la muestra es demasiado

pequena).
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Capitulo 14

Contrastes de hipoétesis para dos

poblaciones

“Utilizo la palabra prueba no en el sentido de los abogados, para quienes dos
medias verdades equivalen a una verdad, sino en el sentido de los matematicos,

para quienes media verdad es igual a nada.”

Karl Friedrich Gauss (1777-1855)

En este capitulo se presentan los contrastes de hipétesis para diferentes pardametros poblacionales de
dos poblaciones. Debido a la intima relacion existente entre los contrastes de hipdtesis y los intervalos de
confianza, utilizaremos las expresiones vistas en capitulos anteriores para estos tultimos para describir los
contrastes. En todo lo siguiente se supone que se tiene un muestreo con reemplazamiento o en una poblacién
infinita. En otro caso habria que hacer las modificaciones necesarias usando las expresiones presentadas en

capitulos anteriores.

14.1. Contraste de la igualdad de medias de poblaciones normales
I

A continuacién se describen los procedimientos de contraste de hipotesis para comparar las medias de
dos poblaciones normales. Se supone que se cuenta con muestras aleatorias independientes de tamanos n
y ne para cada poblacién. Se representard por p; y po la media de cada poblacion respectivamente, y por
T1 vy X2 los valores que tomen las medias muestrales para muestras particulares de ambas poblaciones. Los
contrastes de hipétesis tendran como finalidad en general verificar si ambas medias poblacionales pueden ser

iguales o si hay evidencias a favor de que una puede ser mayor que la otra. Distinguiremos diferentes casos:

14.1.1. Varianzas conocidas

En este caso, los contrastes de hipotesis se desarrollan utilizando que, segiin se demostr6 en el tema
anterior, el siguiente estadistico sigue una distribucién normal tipificada (siempre que ambas poblaciones

sean normales)

5= ($_1_=T_2)_(/141_M2)' (141)

U2 0'2
Viar T
a) Contraste bilateral
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Para este contraste la hipdtesis nula serd que ambas medias son iguales, de forma que

Ho: p1=pe (14.2)
Hy:opn # po

Es decir, Hy implica que g3 — 2 = 0y, por lo tanto, el estadistico dado en (14.1) se convierte, si Hy

se cumple, en o
z= —. (14.3)

Este estadistico es similar al utilizado en (13.2), siguiendo una distribucién normal tipificada, por lo

que las regiones de aceptacion y critica para Hy son
A={2i2| <zap} 3 C={z:]s] > zap}.

y la hipétesis nula de igualdad de medias se aceptara si se cumple

|T7 — 73

a% Ug < ZQ/Q (144)
m T

y se rechazard al nivel de significacion o si

|71 — 73|
>z
a’f U_g a/2
ni no
b) Contraste unilateral

La hipétesis nula y alternativa son este caso
Ho: pp < p2 (14.5)
Hy : n1 > W2

Como estadistico de contraste se utiliza el especificado en (14.3) de forma que se tienen las regiones

A={z:2<z2,} ; C={z:2>z,}.
y Hy se acepta si o
e (14.6)
of | 93
w1y

rechazandose al nivel de significaciéon a en caso contrario.

14.1.2. Varianzas desconocidas y n; + ns > 30 (n; ~ ns)

Generalmente las varianzas poblacionales 0? y 03 seran desconocidas. Sin embargo, si las muestras son
grandes, las varianzas muestrales son, en principio, una buena aproximacién de las poblacionales. De esta
forma el contraste de hipotesis para la diferencia de medias se puede realizar igual que en el caso anterior,

substituyendo o1 y o2 por s1 y so respectivamente, y asumiendo que el nuevo estadistico
T1 — T2

p= 12 (14.7)
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sigue una distribucién normal tipificada. Las hipétesis nulas y alternativas son las mismas que las establecidas

en (14.2) y (14.5), siendo los criterios de aceptacién y rechazo los siguientes.

a) Contraste bilateral

A={z:]z| < zq)2} : C={z:|z] > za/2}

Y la hipétesis Hy se acepta si

71 — 73]
sf Sg = “a/2 ( )
ni ' no
rechazandose al nivel « en caso contrario.
b) Contraste unilateral
A={z:2<2z,} : C={z:2>z,}
Y la hipétesis Hy se acepta si o
T1— T
—_—2_ <z, (14.9)
S S
.4

rechazandose al nivel a en caso contrario.

Ejemplo IV-10| La temperatura media durante el mes de julio en 2 ciudades diferentes es

Ciudad 1 71 =36° s1=5° n;3 =31
Ciudad 2 T2 =34° s =4° ng =25

(Es la ciudad 1 mas calurosa que la ciudad 27

Tenemos un ensayo unilateral

Ho : pn < p2
Hi:pn > pe

Se aceptarda Ho si

Ti—Ts _ 36—34
52 2 52 42
¢ﬁ+% 51t 35

por lo que rechazamos Ho y se puede considerar (al nivel de significacién «) que la ciudad 1 es més calurosa
que la ciudad 2.

= 1.66,

14.1.3. Varianzas desconocidas y o, = oy (n; + ny < 30)

Cuando los tamanos muestrales no son grandes no se pueden hacer las aproximaciones anteriores. Supon-
gamos en primer lugar que se puede suponer a priori que las dos varianzas poblacionales son iguales (en la
préictica se debe hacer antes un contraste de igualdad de varianzas para poder aplicar ésto). En este caso, en
el tema anterior se comprob6 que el siguiente estadistico sigue una distribuciéon ¢ de Student con ni +ng — 2

grados de libertad
(71 = T2) — (11 — p2)
1 1

Sp ni no

t =

: (14.10)

donde s, es la varianza ponderada definida como

2 (n1 —1)s7 + (ng — 1)s3
2 .

n1+n2—2
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Los contrastes de hipdtesis se basan en este estadistico. Nétese que cuando se hace la hipdtesis nula de

que las medias poblacionales son iguales, ¢ se convierte en nuestro estadistico de prueba

= (14.11)

Por lo tanto, los criterios de aceptacién y rechazo para los contrastes, con las hipStesis establecidas en (14.2)
y (14.5), son

a) Contraste bilateral
A={t:t| < ta/2,n1+n272} ) C={t:|t|]> ta/27n1+n272} (14.12)

La hipdtesis nula (1 = u2) se acepta si

|71 — 73
1 1 < toz/2,n1+n2—2 (1413)
SpA\/ s T e

y se rechaza al nivel de significaciéon « en caso contrario.

b) Contraste unilateral
A= {t 1t < ta,n1+n272} ; C = {t > ta,nlJrnng} (1414)

Y la hipétesis Hy se acepta si
S ta,n1+n2—2 (1415)

rechazandose al nivel a en caso contrario.

14.1.4. Varianzas desconocidas con oy # gy (n1 + ny < 30)

En un caso general no se podra hacer a priori la suposicién de que las dos varianzas poblacionales son
iguales. Para hacer el contraste de hipdtesis sobre la igualdad de medias en este caso se utiliza que, segin
se demostrd en el tema anterior, se puede suponer que el siguiente estadistico sigue una distribucion ¢ de

Student con f grados de libertad

= T2T) - (= p) (14.16)
sty 83
ni + N2

donde f viene dado por (aproximaciéon de Welch)

2 2\ 2
514 %
ny na

f =
(s3/m1)? | (s3/m2)?
711,1-'1-1 + 727,2-'1-1

-2

Al hacer la hipétesis nula el estadistico anterior se convierte en el estadistico a usar en este contraste de

hipétesis o
f=_ 1 ” %2 (14.17)

51 s3

ni no

Entonces, se puede establecer que los criterios de aceptacién y rechazo para los contrastes, con las hipétesis

(14.2) y (14.5) son los siguientes:
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a) Contraste bilateral
A={t:|t] <tasor} ; C={t:|t| >tasr} (14.18)
La hipétesis nula de igualdad de medias se aceptara cuando
|71 — ]
- = <tajof (14.19)
1 2
ni na
y se rechazard al nivel de significaciéon « en caso contrario.
b) Contraste unilateral
A={t:t<tyy} ; C={t:t>tar} (14.20)
Y la hipétesis Hy se acepta cuando L
Tr1 — T2
— <tat (14.21)
m

rechazandose al nivel « en otro caso.

Ejemplo IV-11 Las notas de 2 alumnos, en las 9 asignaturas del primer curso, son

Alumno 1 5,7,7,6,5,5,8,6,8
Alumno 2 5,6,8,9, 7,6, 5,8, 10

;Son significativamente diferentes?

A partir de los datos deducimos de manera sencilla que

Alumno 1 77

Alumno 2 73

Tenemos

33 s1 =122

=,
=711 s2=1.76

Ho : pn = p2
Hiy s pa # pio

i) Varianzas desconocidas, y o1 # o2. En este caso, se aceptard Hy si

Vamos a considerar dos casos

_ [T -7
N
51 2
ni no
Calculamos primero f mediante
2 2)?
= (n_l+n_2> 2=15.81~16
T (2/n1)2 | (s2/n2)? o T
+
n1+1 na+1

De esta forma,

tas2,5 = to.025,16 = 2.120,

mientras que el valor del estadistico viene dado por

_16.33 — 7.11]

1.222 1.762
5t

= 109 < ta/g’f,

por lo que no rechazamos Ho (no hay evidencias de que sean diferentes, al nivel de significacién elegido).
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Ejemplo IV-11|  (Continuacion)

ii) Varianzas desconocidas, y o1 = o2. Bajo estas suposiciones, se aceptard Ho si

|71 — 73|

ﬁ < ta/2,n14ng—2-
Spy/ s T ng

t=

El valor de s, se determina mediante

—1)s2 —1)s2
= (m=Dsit (=18 9999 o _ 15,
ny +ne — 2

por lo que finalmente se obtiene

_l633-711] _om _ o

t =
1 1
151y/3+% 071

Como t4/2,n,4ns—2 = t0.025,16 = 2.120, tampoco se rechaza Ho.

14.2. Contraste de la igualdad entre dos proporciones
N

Supongamos ahora que se quiere hacer un contraste de hipétesis sobre la igualdad de los pardmetros p;
y p2 de dos distribuciones binomiales. Denotaremos por Py y Pz a las proporciones observadas en muestras
de tamanos n; y ng extraidas de cada poblacién. En la determinacion del intervalo de confianza para la
diferencia de p; y p2 se demostré que, para muestras grandes, la distribucién muestral de p; — p3 tiende a
una distribucién normal con media p; — py y varianza
2 pi(l=p1)  pa(l—po)

o° = + .
ni n2

De esta manera, por analogia con (14.3), y en el caso de que se cumpla la hipétesis nula p; = po, el

estadistico de prueba L
. P17 P2 (14.22)
\/p—lu—p—l) 4 p2(1=P3)

ni n2

seguird una distribuciéon normal tipificada. Nétese que, puesto que estamos suponiendo muestras grandes,
estamos substituyendo la varianza poblacional por la varianza muestral. Los contrastes quedan entonces

como sigue:

a) Contraste bilateral

Las hipétesis nula y alternativa son las siguientes

{Hoi P1 = D2 (14.23)

Hy: p1#p2

Puesto que el estadistico dado en (14.22) sigue una distribucién normal si Hy es cierta, las regiones de

aceptacién y critica seran
A={z:]z| <zap2} 3 C={z:l2[>zasp}

y, por tanto, se acepta Hy si se cumple

[Pt — 72 <z, (14.24)
\/p—lufp—l) 4 20-72)

n1 n2
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rechazandose al nivel de significacién a en caso contrario.

b) Contraste unilateral

En este contraste las hipdtesis nula y alternativa son:

{Hoi p1 < D2 (14.25)

Hy: p1>po

Utilizando el estadistico (14.22) se definen las regiones de aceptacién y critica
A={z:2<z,} ; C={z:2> 2z},

por lo que se acepta la hipétesis nula si se cumple

P1— D2
————————— < Z,
\/m(l*m) +P2(1*P2)

ni n2

(14.26)

y se rechaza al nivel « en caso contrario.

14.3. Contraste de la igualdad de varianzas de poblaciones nor-

males
B

A continuacién se describe el contraste de hipdtesis para la comparacion de varianzas de dos poblaciones
normales independientes. Sean o7 y o2 las varianzas poblacionales, mientras que por s7 y s3 se representan
los valores que toman las varianzas muestrales en muestras de tamanos ny y no extraidas de cada poblacién.

En el tema anterior se demostré que, si ambas poblaciones son normales, el estadistico

_ /o3
3/

(14.27)

sigue una distribucién F' de Fisher con (ny — 1) y (n2 — 1) grados de libertad. Aprovechando esta propiedad,

los contrastes seran:

a) Contraste bilateral

Para este contraste la hipotesis nula serd que las dos medias poblacionales son iguales, es decir

R B
{HO. o1 = 05

14.28
Hy: 0% +# 03 ( )

El estadistico de prueba serd el descrito en (14.27) cuando se cumple la hipdtesis nula. Es decir

F=-L (14.29)
52

Al seguir este estadistico una distribucién F', se puede escribir (igualando el drea de las dos colas de la
distribucién)

P(Fi—aj2mi—1na—1 < F < Fojani—1n—1) = 1 — q,
donde Fi, /2 n, —1,n,—1 €s la abcisa de la distribucién F' con n; — 1y n2 — 1 grados de libertad que deja
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a su derecha un drea de probabilidad igual a «/2, y lo mismo para Fi_o/2,m—1,n,—1- Por lo tanto, las

regiones de aceptacién y rechazo de la hipétesis nula serdn

A= {F : Fl—a/2,n1—l,n2—1 <F< Fa/2,n1—1,n2—1} (14 30)
C={F:F<F_q2n-1n-10F>F,/2n —1n,-1}
En resumen, la hipétesis nula se acepta cuando
51
2 € [Fi—a/2mi—1ma—15 Fa/2.m—1,ms—1] (14.31)
2
y se rechaza al nivel de significaciéon « en caso contrario.
b) Contraste unilateral
En este contraste las hipdtesis son:
Ho: ot <03 (14.32)
Hy : O'% > O'g

Ejemplo IV-12

ESTADISTICA

Como estadistico de prueba se usa el especificado en (14.29), situdndose la regién critica en la cola

derecha de la distribucién F'
A= {F  F < Fa,nl—l,nz—l} H C= {F F > FOt,’Ih—l,’ﬂQ—l} (1433)
Por lo que la hipdtesis Hy se acepta cuando

S Fa,nlfl,n271; (1434)

mmm|)—ttnm

rechazédndose al nivel de significacién « en caso contrario.

;Son las varianzas del ejemplo IV—10 diferentes? ;Y las del ejemplo IV-117

Las hipdtesis son en este caso:

Se aceptarda Ho si

Hy:0? =02
. 2 2
H1.O’1 750'2
51

F= 8_2 € [Flfa/zynlflynzflvFa/2,n171,n2—1]
2

Ejemplo IV-10: supongamos a = 0.10.

1

= = 0.5298
Fo.05,24,30  1.8874

Fi_aj2m—1,n,—1 = Fo.95,30,24 =

Fo/ami—1,na—1 = Fo.05,30,24 = 1.9390

Por lo que el estadistico serd F = s7/s3 = 5%/4% = 1.56 € [0.53,1.94] = no se rechaza Hy.

Ejemplo IV-11: supongamos ahora que a = 0.05. De formar similar a como hemos trabajado anteriormente

11
Foossss  4.4332

Fi_aj2ni—1,ns—1 = Fo.975,88 = = 0.2256

Fojon—1,na—1 = Fo.025,88 = 4.4332
Como F = s7/s35 = 1.222/1.76° = 0.48 € [0.23,4.43] = se acepta también Hy.
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14.4. Contraste de la igualdad de medias para datos apareados
I

Supongamos ahora que se tiene un experimento de observaciones pareadas. Es decir, se extraen dos
muestras no independientes con el mismo tamano n de dos poblaciones normales. En el tema anterior
se vi6 cédmo este problema se simplificaba definiendo una nueva variable aleatoria D consistente en las
diferencias entre cada par de observaciones. De forma que para una muestra en particular se tenian n valores
de d; = 1, — x9,, pudiendo definirse una media y una varianza muestral de esta variable como d = > d;/n
y 82 =3(d; — d)?/(n — 1). Entonces el contraste de hipdtesis para la diferencia de medias se convierte en
un contraste sobre el valor poblacional de d = pu1 — p2. El problema es equivalente entonces al del contraste
de la media de una poblacion, por lo que se tiene que el estadistico

t= % (14.35)
sigue una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. Aqui se ha supuesto que la muestra no
es demasiado grande, por lo que hay que utilizar la distribucién t. Para muestras grandes de poblaciones

normales (n > 30) se podria substituir la distribucién ¢ por una normal sin cometer un excesivo error.

a) Contraste bilateral

El contraste bilateral consiste en comprobar si la diferencia entre las dos medias es nula. Esto es

equivalente a contrastar los siguientes valores de d

Hy: d=0 ; =
0 M1 = p2 (14.36)
Hy: d#0 N
Bajo la hipdtesis Hy el estadistico de prueba, dado en (14.35), se convierte en
d
t=—— 14.37
s/ (14.37)
Y las regiones de aceptacién y critica son
A= {t : |t| S toz/2,n—l} ; C= {t : |t| > toz/2,n—l}
Por lo tanto, la hipdtesis nula se acepta si
d]
<ta/2n_ 14.38
i S taane (14.38)
y se rechaza al nivel « en caso contrario.
b) Contraste unilateral
Para el contraste unilateral las hipétesis son:
Hy: d<0 ; <
0 0= Hr = (14.39)
Hy: d>0 31 > e

Evidentemente, el estadistico de prueba es el dado en (14.37), con las regiones

A={t:t<tyn-1} : C={t:t>tan-1}
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y la hipdtesis Hy se acepta cuando

d
——— < tan—
Sd/\/ﬁ_a,nl

rechazédndose al nivel de significacién « en caso contrario.

Ejemplo IV-13| En el ejemplo III-16, jaumenta la produccién al no permitir el bocadillo a media manana?. Utilizar

a = 0.05.

(14.40)

Las hipotesis son
Hp:d<0
Hy:d>0

Se aceptarda Ho si

d
< ta,nfl‘

sa/vn ~

Tenfamos d = 0.8, sq = 3.08 y n = 10. Por tanto

=

ta,n—1 = to0.05,9 = 1.833

,__ 08
3.08/y/10

y no se considera probado que aumente la produccién.

= 0.82 < t0.05,0 = se acepta Ho
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Capitulo 15

Aplicaciones de la distribucién y?

“Ninguna ciencia, en cuanto ciencia, engafia; el engafio estd en quien no sabe.”

Miguel de Cervantes (1547-1616)

En los temas anteriores nos hemos ocupado de los contrastes de hipétesis sobre los pardmetros pobla-
cionales. Para poderlos hacer hemos supuesto ciertas condiciones sobre la muestra, como que era aleatoria
y provenia de una poblacién que seguia una determinada distribucién. Ahora se presentan algunos méto-
dos para comprobar que una muestra dada cumple estas suposiciones. En particular, se estudiaran tests de
hipotesis para comprobar si la distribucién supuesta es consistente con la muestra, si diferentes muestras
pueden considerarse homogéneas y si las observaciones de dos factores o pardmetros de una misma poblacién
son independientes. Todos estos tests se basan en un procedimiento comiin consistente en la aplicaciéon de la

distribucién x2.

15.1. Prueba de la bondad del ajuste
I

Los intervalos de confianza y los contrastes de hipotesis sobre parametros poblacionales se basan en supo-
ner que la poblacién sigue una determinada distribucién de probabilidad (normal, en muchos casos). Puesto
que las conclusiones de dichos contrastes dependen de la eleccién de la distribucién tedrica, es importante
determinar si dicha hipdtesis puede ser correcta. Evidentemente, al trabajar con una muestra de una po-
blacién, siempre existiran diferencias entre la distribucién tedrica y la observada. Sin embargo, habra que
comprobar si dichas desviaciones pueden ser debidas al azar o, por el contrario, proporcionan evidencias de
que la distribucién supuesta es incorrecta. Con este fin, en esta seccién se presenta una prueba para, a partir
de una muestra, determinar si una poblacién sigue una distribucién tedrica especifica.

La prueba aqui presentada, llamada de la bondad del ajuste, se basa en comparar las frecuencias
observadas para una muestra concreta (es decir, el nimero de elementos de la muestra en los que la variable
toma un valor concreto, o en un intervalo determinado) con las frecuencias esperadas si la muestra siguiese
la distribucién tedrica hipotética.

Supongamos que tenemos una muestra de tamano n y que la variable aleatoria X puede tomar los
valores X1, X, ..., X excluyentes. Esto en principio sélo seria valido para una variable discreta, sin embargo
se puede aplicar también a una variable continua realizando un agrupamiento en intervalos. Sean o; las
frecuencias observadas para cada X;, es decir, el nimero de elementos de la muestra con X = X;. Si se
supone una distribucién de probabilidad tedrica, existird una probabilidad p; de que X tome un determinado

valor X;. Por lo tanto, las frecuencias esperadas para cada X; seran e; = np;. Notese que ha de cumplirse
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que Zle 0; = Zle e;=ny Zle p; = 1. Se puede escribir entonces la tabla:

X X Xo ... X ... Xk
Frecuencias observadas | o1 0y ... 0; ... O
Frecuencias esperadas e1 ey ... € ... eg

A continuacion se hace la hipdtesis nula Hj consistente en suponer que la muestra sigue la distribucién
tedrica elegida y, por tanto, las desviaciones encontradas respecto a ésta son debidas al azar. Para realizar

el contraste de esta hipotesis se define el estadistico

k

(0i — €;)?
X =), ——— (15.1)
i=1 v

Se puede demostrar que, en el caso de que se cumpla Hy, el estadistico anterior sigue una distribucién x?
con k — 1 grados de libertad. Una demostracién rigurosa de ésto esta fuera del alcance de este libro. Sin
embargo, una justificacion intuitiva es la siguiente:

Consideremos como variable el nimero de elementos de la muestra con valores X = X, es decir o;. Si
la muestra es grande, puede suponerse que esta variable sigue una distribuciéon de Poisson, con parametro

A = np; (valor esperado de 0;). Sabemos que si A > 5, el siguiente estadistico sigue una normal tipificada

0;— A o0;—np;

7 =  ~ N(0,1
VA np; 1)

y, por tanto, teniendo en cuenta que e; = np;, los términos de la expresién (15.1) son los cuadrados de
variables aleatorias normales N (0,1) y su suma constituye una y2. Puesto que, de las diferentes variables o;,
sélo k — 1 son independientes (ya que Y. o0; = n), (15.1) serd una x? con k — 1 grados de libertad.
Evidentemente, si las frecuencias observadas se acercan a las esperadas se obtendrd un valor bajo de x? y
la hipétesis nula (la muestra sigue la distribucién teérica) se debe aceptar. Por el contrario, cuando existan
considerables diferencias entre las frecuencias observadas y esperadas, el valor de x? sera grande y el ajuste
sera pobre, rechazandose Hy. La regién critica cae entonces en la cola derecha de la distribucién y, para un

nivel de significacién «, se acepta Hy si

k
(0; — €i)?
sl oy, (15.2)
i=1 ¢
y se rechaza si
k 2
0; — €;
> % > X2 p1- (15.3)
i=1 ¢

Para calcular el valor del estadistico x? puede usarse la expresién alternativa

k
(0; —€;)? B Z 0? — 20;e; + €2 B
€

e
i=1 i=1 v

Ead

2 k ko 9

k k 9
% % %
DD D D D R D
, €; - : €; €;

i=1 i=1 i=1

i=1 " i=1
Para poder aplicar este método correctamente es necesario que el tamano de la muestra sea suficien-
temente grande (tipicamente n > 30). En particular, se suele poner la restriccién de que las frecuencias
esperadas para cada X; (o intervalo) no sean inferiores a 5 (e; > 5). Cuando no se cumpla ésto habrd que
agrupar diferentes valores de X; (o intervalos) para que se cumpla la condicién. Evidentemente, ésto reduce

el nimero de grados de libertad.
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Otra consideracion importante es que, si para calcular las frecuencias esperadas hay que usar parametros
poblacionales estimados a partir de la propia muestra (ej. media y varianza para la distribucién normal), el
ntmero de grados de libertad de la x? hay que reducirlo a k —p — 1, donde p es el ntiimero de pardmetros
poblacionales que se estiman (nétese que ésto no se aplica si los pardmetros poblacionales se conocen, o se

suponen, a priori, sin estimarlos a partir de los datos muestrales).

Esta prueba de la bondad del ajuste es una herramienta muy importante debido, fundamentalmente,
a que muchos procedimientos estadisticos dependen de la suposiciéon de una determinada distribucién de
probabilidad. En particular, es importante para comprobar la suposiciéon de normalidad para la poblacién,

aunque puede aplicarse en general para cualquier distribucion.

Ejemplo IV-14|  Consideremos el lanzamiento de un dado. Queremos saber si el dado esta cargado. Es decir,

Hy: la poblacién sigue una distribucién uniforme.

Se lanza el dado 600 veces y se obtiene

e 1 2 3 4 5 6
oi: | 92 8 102 94 117 110
e;: | 100 100 100 100 100 100

pizéiei:npizﬁooxézloo

El nimero de grados de libertad serd k — 1 = 6 — 1 = 5. Calculemos el estadistico

6

2 (0; — e3)?
= E -— 2 —T7.18.
Xk—1 p

%
i=1

Tomando como nivel de significacién o = 0.05

Xi,kfl = X(Z).05,5 = 11.070.

Como xi_, < Xi,k—l = no podemos rechazar Hy (las diferencias observadas son compatibles con el azar).

15.2. Contraste de la independencia de caracteres

Un problema usual en las ciencias experimentales es el estudio de la dependencia o independencia entre dos
caracteres o factores medidos sobre los elementos de una poblacién (e]. entre peso y altura para una muestra
de individuos). Ademds, a menudo hemos hecho la hipétesis de independencia para derivar expresiones
simplificadas respecto a la estimacién de parametros poblacionales. Es importante contar con un método
para contrastar dicha hipétesis. Para ello se puede seguir un procedimiento similar al de la prueba de la

bondad del ajuste, basado en la distribucién x2.

Supongamos que sobre una muestra de tamano n de una poblaciéon se miden dos caracteres dados por
las variables aleatorias X e Y, que pueden tomar los valores x1,xs,...,Zx € y1,Y2,-..,Ym. Estos valores
particulares pueden representar a una variable cualitativa, discreta o continua agrupada en intervalos. De-
notaremos por o;; a la frecuencia o niimero de elementos de la muestra que tienen conjuntamente X = z; e
Y = y;. Las frecuencias observadas se presentan usualmente en una tabla, llamada tabla de contingencia.

Para el caso de k valores posibles para X y m valores posibles para Y, la tabla de contingencia k x m sera:
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oo ll v [ e [ ow [ ] [
T o11 (e11) | o012 (e12) | ~++ | 015 (e1j) | =+ | O1m (€1m) || Oz,
Z2 021 (621) 022 (622) | 025 (82j) ce O2m (ezm) Ozy
Zq 051 (eil) 042 (eiz) ce 055 (eij) ce Oim (eim) Og;
Tk okt (ex1) | ok2 (ex2) | <+ | okj (exj) | -+ | Nkm (€km) || Oz

I T R R A A

La ultima columna y fila muestran las frecuencias marginales de X e Y respectivamente, es decir, el
ntimero de elementos de la muestra que tienen un cierto valor de X (o Y') sin importar los valores que tome

. . k ok
la otra variable. Nétese que se cumple que > ;) 330" ) 0 = n y ademds Y i 0z, = )i 0y, = n.

Se hace entonces la hipdtesis nula Hy de que los dos caracteres son independientes, es decir, que para
cualquier valor fijo de Y las distribuciones para las diferentes X son las mismas, y viceversa. El contraste
de esta hipétesis se basa en comparar las frecuencias observadas con las que se esperarian si realmente los
dos caracteres fuesen independientes. Las frecuencias esperadas, representadas por e;;, se pueden calcular
a partir de las probabilidades p;; de que ambas variables tomen conjuntamente unos determinados valores,

que, bajo la hipétesis de independencia, seran

Oy,

7

Oy,

pij = P(X =2;,Y =y;) = P(X =2)P(Y = y;) =~

n n

Por tanto

0z, 0y

€i; = NPij = it . (154)
n

Es decir, las frecuencias esperadas se calculan multiplicando los totales de la fila y columna correspondiente

y dividendo por n. Estos valores se incluyen en la tabla de contingencia escribiéndolos entre paréntesis.

Para el contraste de la hipdtesis de independencia se utiliza, igual que en la prueba de la bondad del
ajuste, el estadistico
"L (04 — eif)? 02,
goyylucel s S h o, 15
i=1 j=1 67'.7 ; 67‘]
= J_

En el caso de ser Hy cierta, este estadistico sigue una distribucién x? con v grados de libertad. Para
calcular dicho ntimero de grados de libertad hay que tener en cuenta que las sumas de las frecuencias
esperadas de cada fila o columna deben dar las frecuencias marginales, de forma que, para cada fila o
columna, s6lo es necesario calcular £ — 1 o m — 1 valores independientes. Asi, por ejemplo, para una tabla
2 x 3 sélo hace falta calcular las frecuencias e1; y e12 por lo que el nimero de grados de libertad es 2. De
la misma manera, una tabla de contingencia 2 x 2 tiene un unico grado de libertad. De forma general, el

nimero de grados de libertad se calcula como

v=(k—1)(m—-1).

Para tablas de contingencia de dimensiones determinadas existen férmulas para calcular el valor de x? a
partir tnicamente de las frecuencias observadas. As{, para una tabla 2 x 2, la expresién (15.5) es equivalente

a

_ 2
2= n(011022 — 012021) : (15.6)

Oz, Oz, 0y1 0y2
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mientras que para una tabla de contingencia 2 x 3 se puede demostrar que

xi—i<0—%1+0—%2+0%3)+i<031+032+§)—n. (15.7)
Oyi  Oyz Oy Ozy \Oy;  Oyz Oy

Al igual que ocurria en la prueba de la bondad del ajuste, el método sélo es fiable si el ntimero de
elementos es suficientemente grande. En particular, si alguna de las frecuencias esperadas es menor que 5
habra que agrupar filas o columnas.

En resumen, puede establecerse que, para un nivel de significacion «, la hipétesis Hy de independencia
de caracteres se acepta si
P& (0ij — eij)?

Z i (k—1)(m—1) (15.8)
=1 j=1 Cij
y se rechaza en caso contrario.

Conviene hacer notar que el estadistico x? definido en (15.5) toma valores discretos, ya que las frecuencias
observadas son discretas. Sin embargo, en el contraste de hipdtesis estamos aproximando su distribucién a
una distribucién de probabilidad continua como la y2. Para solucionar esto se suele aplicar una correccién
de continuidad consistente en disminuir las diferencias entre las frecuencias observadas y esperadas en una
cantidad 0.5. Es decir, si la frecuencia esperada es mayor que la observada se le resta 0.5 y al contrario. Esta
correccién, llamada correccién de continuidad de Yates conduce a la siguiente expresién modificada

para el estadistico

ZZ (loij — ewl ) (15.9)

=1 j=1

La correccién es normalmente despreciable si el nimero de grados de libertad es mayor que 1. Es decir, en
la préictica, sélo se aplica para tablas de contingencia 2 x 2. En este caso, la expresién dada en (15.6) se

convierte en
9! n (|011022 - 012021| - E)Q
2= 27 (15.10)

Oz, Oz, 0y1 07!2

Logicamente, si las frecuencias esperadas son grandes la correcciéon es muy pequena. En la practica, sélo se

aplica la correccién de Yates cuando las frecuencias esperadas estan entre 5 y 10.

15.3. Contraste de la homogeneidad de muestras
I

Un problema similar al anterior es el contraste de la homogeneidad de varias muestras. Mientras que
en el contraste de independencia se median dos caracteristicas de una misma muestra, ahora se elijen k
muestras de tamafios predeterminados (y no necesariamente iguales) y se quiere comprobar si todas ellas
pueden provenir de la misma poblacién. Es decir, el objetivo es contrastar si la variable X se distribuye de
igual manera dentro de cada muestra. La hipotesis nula Hy es entonces que las k muestras son homogéneas
y la forma de operar es la misma que la vista para el contraste de la independencia. Es decir se puede
construir una tabla de contingencia y definir un estadistico x? como el dado en (15.5). Ahora k es el niimero
de muestras y m el nimero de valores posibles, o intervalos, de la variable. Entonces, la hipdtesis Hy de

homogeneidad se acepta con un nivel de significaciéon « cuando
m

~ (0ij — eij)?
Yo <X e

=1 j=1
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Ejemplo IV-15

Comparemos las notas de 4 grupos de primero en la asignatura de estadistica

Grupos

Notas A B (@) D Ox;
NT-SB | 14 | 5 | 13 | 5 37
AP 26 | 31 | 23 | 10 | 90
SS 29 | 30 | 25 | 26 | 110

Oy, 69 | 66 | 61 | 41 | 237

J

Estudiar la homogeneidad de las califaciones al comparar los distintos grupos.

Podemos calcular las frecuencias esperadas utilizando

03,0y, 3T X69

€11 = —n = —237 =10.8
04,0y, 37T X066

€12 = —n = 237 =10.3

De tal forma que podemos anadir a la tabla las frecuencias esperadas asi calculadas (nimeros entre parénte-

sis):
Grupos
Notas A B C D Ox;
NT-SB | 14 (10.8) | 5 (10.3) | 13 (9.5) | 5(6.4) | 37
AP | 26(26.2) | 31 (25.1) | 23 (23.2) | 10 (15.6) | 90
SS | 29 (32.0) | 30 (30.6) | 25 (28.3) | 26 (19.0) | 110
0y, 69 66 61 41 237

El estaditico para el contraste se calcula mediante

3 4

Xi=>

i=1 j=1

2

€ij

2] _ _ _
n = 248.93 — 237 = 11.93.

El nimero de grados de libertad es v = (k—1)(m —1) = 2 x 3 = 6. Con un nivel de significacién a = 0.05,
se acepta Ho (las muestras son homogéneas) si x2 < Xi,,,. Como X%,OS’G = 12.592, que es mayor que el
estadistico calculado arriba, no rechazamos Hy.

Un caso particular interesante del contraste de homogeneidad es cuando se realiza un experimento de

Bernouilli, cuyo resultado es éxito o fracaso, sobre una serie de muestras, y se quiere comprobar si la

probabilidad de éxito p puede ser la misma en todas las muestras. Supongamos que se tienen k£ muestras de

tamanos ni,ng, . .

los niimeros de fracasos en las muestras seran n; — aq,ng —as, . . .

.,ng. Representemos los nimeros de éxitos en cada muestra por aq,as, ..., a,. Por tanto

, gk — ak. Se puede construir entonces una

tabla de contingencia k x 2 como sigue:

EsTapisTicA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS

Muestras: H éxitos ‘ fracasos H ‘
ar (mip) | n1—ar (1 —mnip) || m
2 as (n2p) | n2 —as (n2 —nap) || no
i a; (nip) | ni—a; (ng —np) || ni
k ar (nkp) | nk —ag (N —ngp) || 7
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La probabilidad de éxito p se puede estimar a partir del conjunto de todas las muestras como

2
Dis1 Wi

b= =

D i1 M
De esta forma, se pueden calcular las frecuencias esperadas de éxitos como nip, nop, ..., nip y las de fracasos
como ny — nip,Na — Na2p, ..., N — nip. Estos valores esperados se muestran entre paréntesis en la tabla de

contingencia.

La hipétesis nula Hy es que las muestras son homogéneas, y por tanto no hay diferencias significativas
entre las frecuencias observadas y esperadas. A partir de la tabla de contingencia, el estadistico en este caso

se puede escribir como

k
_ (a; — nz‘p)Q (a; — nz'p)Q _ (1—p)(a; - nz‘p)Q +pla; — m'p)Q
_Z( i " )_; nip(l —p)

1 a; — Ny 2
= X1 = Z( , 2 (15.11)

y sigue una distribucién x? con un nimero de grados de libertad dado por v = (k—1)(m—1) = k—1 (puesto
que p se ha calculado a partir de los datos muestrales, sélo k — 1 de ellos son realmente independientes). Por
lo tanto, la hipotesis Hy de homogeneidad de las muestras puede aceptarse con un nivel de significacién «

cuando

k
<Xt (15.12)

1 (ai - m'p)Q
p(l — p) 4 n;

=1

Un caso similar es cuando se quiere contrastar que k muestras pertenecen a una poblacién binomial con
un parametro p determinado. El andlisis es el mismo con la diferencia de que, al no calcularse p a partir de
los datos muestrales y estar determinado a priori, el nimero de grados de libertad de la x? es k en vez de

k —1 (los k nimeros de éxitos esperados son ahora independientes).

Otro caso importante de aplicacion del contraste de homogeneidad de muestras es cuando se quiere
contrastar si para k muestras supuestamente extraidas de una poblacién de Poisson, el parametro A, o
ntimero medio de sucesos, es el mismo. Representemos por a1, aq, ..., a; el niimero de sucesos observados en
cada muestra. A partir de estos datos, asumiendo la hipétesis nula Hy de homogeneidad, se puede realizar

una estimacién del pardmetro A como

k
A= Zi:l @i
k

Por lo tanto, el nimero de sucesos esperados en cada muestra ha de ser e; = A, para todas las muestras. De

esta forma, el estadistico x? del contraste de homogeneidad se puede escribir como

“ (0 — €)? " (a; — M) " a2 Plan &
Xi—1=2(0 eie) 22(61)\ ) 22%_22(1)\ +Zl)\:
1 k k 1 k k
:XZaf—2Zai+)\k:XZaf—Zai (15.13)
=1 =1 =1 =1

y este estadistico seguird una distribucién x? con k — 1 grados de libertad. Por lo tanto, la hipétesis nula de
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que el nimero de sucesos es constante, se aceptard, a un nivel de significacién «, cuando

k k
1
X Za? - Zai < xik_l. (15.14)
i=1 i=1
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Capitulo 16

Analisis de varianza

“No es el conocimiento, sino el acto de aprender, no la posesién, sino el acto

de llegar alli, lo que brinda el mayor placer.”

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

En el Capitulo 14 se estudiaron los contrastes de hipétesis para la comparaciéon de dos poblaciones.
En particular se presenté el contraste de igualdad de medias entre dos poblaciones, estudidndose el caso
particular de que las varianzas poblacionales fuesen iguales. A veces es necesario ensayar la hipdtesis de
igualdad de medias cuando se tienen mas de dos poblaciones con la misma varianza. Esto se puede conseguir
utilizando la técnica del analisis de varianza. Este importante método de andlisis estadistico se basa en el
estudio de la variacion total entre los datos y la descomposicién de ésta en diversos factores. De esta manera
se puede contestar a la pregunta de si existen diferencias significativas entre las medias de las poblaciones o si,
por el contrario, las diferencias encontradas pueden deberse a las limitaciones del muestreo. Se distinguiran

dos casos principales, dependiendo de que exista uno o dos factores de variacion entre las poblaciones.

16.1. Analisis con un factor de variacién

Supongamos que se tienen p poblaciones independientes de las que se extraen p muestras aleatorias de
tamafios no necesariamente iguales y representados por ni,ng,...,n,. En el andlisis de varianza se emplea
normalmente el término tratamiento para hablar de la caracteristica que diferencia a las p poblaciones.
Tipicamente dicho tratamiento serd, por ejemplo, un diferente abono (en agricultura), un diferente medica-
mento (en medicina) o, en general, un proceso diferente que se ha aplicado a cada una de las poblaciones y
sobre el que se quiere medir su efectividad. De esta forma diremos que se tienen p tratamientos diferentes.
Representaremos por x;; al valor que toma la variable aleatoria en estudio para el elemento ¢—esimo del tra-
tamiento (o muestra) j. Los valores de la variable aleatoria obtenidos en el muestreo se pueden representar

entonces en una tabla de la siguiente forma:
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Tratamientos 1 2 . J . P
T11 T12 T1j Tip
T21 Z22 . 25 e Z2p
Tl Ti2 Tij Lip
Datos
muestrales Tnyl
Tny;j
I"PP
:En22
Tamanos muestrales ni No ... n;j .. np
Sumas muestrales T T ... 1T ... T,
Medias muestrales T1 T .. T; ... T,

La tabla lista ademas las sumas muestrales 7} y los tamafios de cada muestra, en los que se verifica

p
E nj =n,
j=1

donde n es el numero total de elementos observados. Se incluyen también las medias muestrales definidas

como

1

Se puede definir ademas una media total que se puede escribir como

p Ny

_ 1

Jj=11i=

1
T = = = )

o= anscj (16.2)
1 Jj=1

Para poder aplicar correctamente el andlisis de varianza es necesario que las p poblaciones de partida
cumplan las siguientes condiciones:

1. Las p poblaciones de partida han de seguir una distribuciéon normal.

2. La varianza poblacional o2 de las p poblaciones ha de ser la misma.

3. Las p muestras han de ser elegidas aleatoriamente.

Bajo estas condiciones, el objetivo del andlisis de varianza es comprobar si las p medias poblacionales
pueden ser las mismas. Es decir, se trata de probar si los efectos producidos por los tratamientos son
significativamente diferentes entre si o no (ej. abono o medicamento mds eficiente). En otras palabras, las

hipétesis nula y alternativa del analisis de varianza de un solo factor son:

H(): H1=H2 = ... = Uj = ... = Up

16.3
Hi : Al menos dos de las medias son diferentes ( )

El método del andlisis de varianza se basa en estudiar las variaciones que siempre existiran entre los datos
z;; de la tabla. En principio se supone que dichas variaciones se pueden separar en dos tipos de variaciones

diferentes:

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009
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a) Variacién dentro de los tratamientos (VDT), es decir variaciones entre los elementos de cada
columna. Estas variaciones se suponen debidas al azar, es decir intrinsecas al proceso aleatorio de

eleccion de la muestra.

b) Variacién entre los tratamientos (VET), o variaciones entre los valores medios Z; de cada trata-
miento. Estas serdn debidas, por una parte a efectos aleatorios, y podran incluir posibles variaciones

sistematicas entre las medias poblacionales de cada tratamiento.

De esta manera, el objetivo del método es estudiar si la variacién entre tratamientos es consistente con
lo que podria esperarse de las variaciones aleatorias, o si, por el contrario, existen evidencias de variaciones
sistematicas entre los diferentes tratamientos. En otras palabras se trata de contrastar si la variacion entre
tratamientos es significativamente mayor que la variacién dentro de los tratamientos.

Para desarrollar este método matemdticamente, se define la variacién total (VT) de los datos de la
tabla como

pony
VT =3 (2, — 7). (16.4)
j=11i=1

Esta variacion total se puede desarrollar de la siguiente forma

VT =303 oy 3= 23 (o~ ) + (-7 =

j=1 i=1 j=1i=1

=33 ey T Y -2 2D ey~ T - )

j=1i=1 j=11i=1 j=11i=1

Ademiés se demuestra que el ultimo término de esta expresion es nulo pues

;Z; zi; —75)( ;(inj(x—j—f)—z;x—j(;p—j—z)> -
= Z ((x Z:z:” n;T; (T; ) Z T)n;T; —n;T;(T; —T)) = 0.

Por lo tanto, la variacién total queda de la siguiente forma
VT = ZZ zi; —T7)% + an ~-7)% (16.5)
j=11:=1

Esta dltima expresion, considerada como la ecuaciéon fundamental del analisis de varianza, implica que
la variacién total de los datos puede escribirse como una suma de dos variaciones. La primera coincide con

la variacién dentro de los tratamientos, denotada por VDT

VDT = zp:i(xj —~75)%, (16.6)

j=1 i=1

mientras que la segunda es la variacién entre tratamientos VET
P

Es decir, se puede expresar
VI =VDT+VET. (16.8)
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Es importante hacer notar que ambas variaciones, VET y V DT, pueden servir para hacer una estimacion

de la varianza poblacional comin o2

en el caso de que Hj sea cierta (es decir, si no existe diferencia entre las
medias para cada tratamiento). Sin embargo, VET y V DT no son exactamente estimadores de la varianza
pues constituyen suma de cuadrados de desviaciones, sin dividir atin por el niimero de puntos usados en cada

estimacién.

En particular, a partir de la variacién dentro de los tratamientos VDT puede estimarse o2. Por una

parte, usando un Unico tratamiento, un estimador puntual de la varianza del tratamiento j sera la varianza

2 i (wiy —75)?

nj—l

muestral

Como todas las columnas han de tener la misma varianza poblacional 02, una buena estimacién de ésta
puede conseguirse haciendo la media ponderada de las varianzas muestrales pesando con el niimero de grados

de libertad (o ntmero de puntos menos 1) de cada muestra. Llamemos s, a esta estimacién de o2

Z§:1 (nj — 1)5? _ Zé‘):l Z:l;l(xw - I_j)z

sV pr =
?:1 (nj —1) n—p
Introduciendo la definicién (16.6) de V.DT"
VDT
ME = sy pp = 16.9
= Svpr = o’ (16.9)

donde se ha denotado esta estimacién de o2 por M E, llamado cuadrado medio del azar, ya que representa
la varianza esperada unicamente por los efectos aleatorios. Es importante indicar que, se cumpla o no la
hipétesis nula de igualdad de medias, M E constituye siempre una estimaciéon insesgada de la varianza
poblacional. El nimero de grados de libertad de esta estimacién es légicamente n — p pues se han usado p

medias muestrales para su calculo (s6lo n — p valores son independientes).

Por otra parte, si la hipétesis Hy fuese cierta, la varianza poblacional también podria estimarse a partir
de la variacién entre tratamientos V ET. Supongamos por simplicidad que todas las muestras tienen el
mismo tamano, que denotaremos por ng. Las diferentes Z; son estimaciones de la media muestral (que
suponemos constante). De forma que la varianza de la distribucién muestral de medias se puede expresar
como U% = 02 /ng. Por lo tanto, una estimacién, denotada por s%, g7, de la varianza poblacional o2 puede
obtenerse a partir de la varianza de la distribucién muestral de medias como

=1 (@ -7 Y ne(@ - T)°

2 2
S = NopS= =Ny =
VET T 1 1

Con un desarrollo algo mas largo se puede también demostrar que, en el caso de muestras de tamanos

desiguales, una estimacién de o? viene dada, como cabria esperarse, por

SVET = -1

Si ahora se introduce la definicién de la variacién entre tratamientos (16.7) se obtiene

VET

= MT = s%pp = ——,
SVET -1

(16.10)

donde esta estimacién de o2 se ha denotado por MT, llamado cuadrado medio de los tratamientos,
representando la varianza esperada tanto por efectos aleatorios como por posibles diferencias entre las medias

de cada tratamiento. Es decir, MT es una estimacion insesgada de la varianza poblacional tinicamente en el
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caso de que se cumpla Hy. En otro caso, se esperarian valores mayores de MT pues los efectos sistematicos,
debidos a las diferencias entre las distintas medias, se sumarian a los aleatorios. Légicamente, el niimero de

grados de libertad de esta varianza es p — 1, pues se han usado p — 1 datos independientes.

En resumen, si se cumple Hy, tanto ME como MT constituirdn estimaciones insesgadas de o2. Por
el contrario, si hay variaciones sisteméaticas entre poblaciones, esperariamos tener un valor de MT mayor
que M E, que sigue constituyendo una estimacién de 2. De esta manera, el problema se convierte en una
comparacién de varianzas y las hipdtesis establecidas en (16.3) son equivalentes a

.42 2
{ Ho: oypr <0ypr (16.11)
. 2 2 ’
Hy: oypr>oypr

Es, entonces, un contraste unilateral sobre la igualdad de varianzas. Solo se rechazara la hipotesis nula

cuando la varianza calculada a partir de la variacion entre tratamientos sea mayor que la varianza estimada

a partir de la variacién dentro de los tratamientos. Segin se explicé en la seccion 2.2.3, este contraste se

resuelve definiendo el estadistico

2 MT
F=2ver _ (16.12)
sypr ME
y aceptando la hipo6tesis nula de no diferencia entre todas las medias poblacionales, a un nivel de significacién
a, cuando MT
VE < Fop—1in—p (16.13)

donde F, ,_1,n—p es la abcisa de la distribucién F' de Fisher con p —1 y n — p grados de libertad que deja a

su derecha un area igual a .

Como resumen, los calculos que se han de realizar para llevar a cabo el andlisis de varianza se pueden

mostrar en la siguiente tabla de andlisis de varianza:

Suma de | Grados de Cuadrados
Variacién cuadrados | libertad medios
entre tratamientos VET p—1 MT=VET/(p—1)
dentro de los tratamientos VDT n—p ME =VDT/(n—p)
total vT n—1 F=MT/ME

(Nétese como el nimero de grados de libertad de la variacion total es la suma de los grados de libertad de
VET y VDT)

En la préactica existen férmulas sencillas para el calculo de las diferentes variaciones necesarias para el

anglisis. Por una parte, se puede desarrollar la expresién (16.4) para la variacién total como sigue

pny nj PNy Py
VI=3 D (o =3 =3 ) ol =2@) ) ay+) ) T =
j=1i=1 j=1i=1 j=1i=1 j=14=1
PN PN
— 2 T 2 =2
= g g xy; — 2TnT + nT” = g g Ty —NT
j=1i=1 j=11i=1

Definiendo ahora un factor C' como

2

p
Cznﬁ:% Zixij (16.14)

j=1i=1
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se llega a la expresion para la variacion total VT

p Ny
VI =Y a} -C. (16.15)

j=1i=1

Por otra parte, la variacién entre tratamientos V ET se puede calcular desarrollando (16.7)

P P P P
— (T —T)2 = m2 _ ox T 42 :
VET = g n;(T; —T)* = g n;T;° — 2% g n;T; + T g n;.
j=1 j=1 j=1 j=1
Definiendo ahora las sumas muestrales 7; como

| =n;T; = wa, (16.16)

se puede expresar VET como

p T\ 2 , P2 ,
VET = n; —J) — 2ZNT +Tn = —]—mc

= zp: o (16.17)

Por ultimo, la variaciéon dentro de los tratamientos V DT se puede calcular a partir de VT y V ET usando
(16.8). Es decir
VDT =VT - VET. (16.18)

A partir de aqui se calculan los cuadrados medios MFE y MT usando (16.9) y (16.10), y el cociente
F = MT/ME, que se comparard con el valor critico Fy_, p—1,,—p para aceptar o rechazar la hipétesis nula

de igualdad de medias entre las poblaciones.

16.2. Analisis con dos factores de variacion
S

El andlisis de varianza con un sélo factor de variacién puede generalizarse al caso en que se tengan mas
factores de variacion entre las poblaciones. En el caso particular de dos factores de variacion se supone que
ademas de tener p poblaciones con distintos tratamientos, en las muestras que se extraen de éstas, cada
elemento corresponde a un valor de un segundo factor. Es decir cada muestra se divide en b elementos
diferenciados por un factor. A cada conjunto de elementos con este segundo factor igual pero variando el
primer factor, o tratamiento, se le llama bloque. Un ejemplo claro es cuando se quiere probar la eficiencia de
p miquinas distintas (aqui las diferentes maquinas serian los tratamientos). Para ello se prueba el rendimiento
de cada maquina cuando en ella trabajan b diferentes operarios (cada operario serfa un bloque). En realidad es
como si se tuvieran px b poblaciones diferentes y se tomase un tnico dato de cada una de ellas. Evidentemente,
ademds de las esperables variaciones aleatorias podria haber diferencias significativas debidas a los distintos
tratamientos (eficiencia de las méquinas en el ejemplo) o a los distintos bloques (eficiencia de los operarios en
el ejemplo). El andlisis de varianza con dos factores de variacién es la herramienta adecuada para contrastar
simultdneamente si pueden existir variaciones sistematicas entre tratamientos o entre bloques.

En general se representard por x;; al valor que toma la variable aleatoria en estudio para el bloque ¢ y

el tratamiento j. De esta forma, si se tienen p tratamientos y b bloques los valores de la variable aleatoria
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obtenidos en el muestreo se pueden representar en la siguiente tabla (suponemos que hay un tnico dato para

cada tratamiento y bloque):

Bloques \ Tratamientos 1 2 e g e P Sumas | Medias
1 r11 xr12 e T1j N T1p T‘B1 TB;
2 I21 X292 e x2j . T2p T32 T B,
) Ti1 €Ti2 e Tij . Tip TBi B,
b ITp1 Tp2 . Tbhj e Tbp TBb TBy
Sumas TT1 TT2 e TT]. TTP T
Medias T, 1, .- TT; ... T, T

La tabla lista ademds las sumas muestrales para cada bloque (T',) y tratamiento (Ir;), junto con las

medias muestrales, definidas para el bloque i y el tratamiento j como

1< 1<
Tg, :]; g Tij ; TT, = 7 g Tij. (16.19)
J=1 i=1

La media total T se puede escribir entonces como

1 IS 1 1
T = EZZIUZEZIB,;:];ZIij (1620)

donde se cumple que el niimero de elementos n es igual a bp.

Al igual que en el caso de un unico factor de variacion se hace la hipotesis de que las pb poblaciones
de partida son normales y tienen la misma varianza poblacional o2. Bajo estas condiciones, el objetivo del
analisis de varianza es comprobar simultaneamente la hipotesis de igualdad de medias para los diferentes
tratamientos, por un lado, y para los diferentes bloques, por otro. Es decir, para comprobar si hay diferencias

entre los tratamientos y diferencias entre los bloques se plantean las siguientes hipdtesis nula y alternativa:

Ho: pr =pr,=...=pr, =...=pur, (16.21)
Hy : Al menos dos de las medias p; son diferentes
Hj: = =...=up, =...=

0° HBi = HB, KB, KBy (16.22)
H{: Al menos dos de las medias pp, son diferentes

El método del analisis de varianza se basa entonces en estudiar las variaciones entre los datos. Dichas

variaciones se suponen de tres tipos diferentes:

a) Variacién debida al azar. Son las variaciones dentro de cada columna o fila de la tabla. Es decir,

son similares a las variaciones dentro de los tratamientos en el andlisis con un sélo factor.

b) Variacién entre los tratamientos, o variaciones entre los valores medios Z7; de cada tratamiento.
Estas seran debidas a los efectos aleatorios més las posibles variaciones sistemédticas entre los trata-

mientos.

¢) Variacién entre los bloques, debidas a los efectos aleatorios més las posibles variaciones sisteméticas

entre los bloques.
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El objetivo del método es entonces comprobar si la variaciones dadas en b) y ¢) son significativamente
mayores que las variaciones debidas al azar. Para estudiar estas variaciones se comienza desarrollando la

variacién total, dada en (16.4), como

b
Z((:Eij_«TE_T}_I_Bi+f)+($_]‘j—T)+($_&—f))2.

D b
VT = ZZ(I” —T)2 =

P
j=1i= =

=

J

Se puede comprobar que, al igual que en el caso del analisis con un sélo factor, los términos cruzados de

la expresion anterior se anulan, quedando la variacién total como

p b

b b
VT:inZJ—xT—xB +I2+iZIT_‘T2+ZZ‘TB -7) (16.23)

i=1 j=1i=1 j=11i=1

<.
Il
-

Por lo tanto se puede descomponer la variacién total en tres términos correspondientes a la variacion
debida al azar (denotada por V DT pues es similar a la variacién dentro de los tratamientos para el caso de

un factor), la variacién entre tratamientos (VET) y la variacién entre bloques (V EB). Es decir

VT =VDT +VET + VEB, (16.24)
donde
p
DT =" (xy — 71, — T5, + T)°, (16.25)
j=11i=1

P
VET =bY (71, — %)°, (16.26)

j=1

b
VEB=p) (75, — 7). (16.27)

i=1

Estas tres variaciones, VDT, VET y VEB, pueden servir para hacer una estimacién de la varianza po-

blacional comtin o2

en el caso de que Hy y H| sean ciertas. Por analogia con el caso de un factor, estas
estimaciones se pueden escribir como los siguientes cuadrados medios del azar (M E), tratamientos (MT)

y bloques (M B)
VDT

ME = s} = 16.28
Svpr (p_ 1)(b— 1)7 ( )
VET
MT = st pr = Py (16.29)
VEB

donde se ha dividido cada suma de cuadrados por los grados de libertad, o niimero de datos independientes
para calcular dichas sumas. Notese que en el caso de M F/, al usarse p medias de tratamientos y b medias de
bloques, el nimero de grados de libertad ha de ser (p — 1)(b — 1).

Es importante indicar que M FE constituye siempre una estimacién insesgada de o2, se cumplan o no
las hipotesis nulas. Sin embargo, MT y M B sélo seran estimadores insegados cuando se cumplan, respec-
tivamente, Hy y H{. En otros casos, es decir cuando existan diferencias sistemdticas entre tratamientos o
bloques, dichos cuadrados tomarian valores mayores que o2, y por tanto que M E. Por lo tanto, el problema

se plantea como dos contrastes unilaterales de igualdad de varianzas donde las hipdtesis son

.2 2
Hy: oypr>oypr
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H{: 04> 0ypr

Para realizar este contraste se definen entonces los estadisticos

Szvm _MT SE/EB _MB (16.33)
sypr ME sypr ME

F =

aceptandose la hipétesis nula Hy de no diferencia entre los tratamientos, a un nivel de significacién «, cuando

MT

VE = Far-1.0-00-1 (16.34)
y aceptdndose la hipétesis nula H, de no diferencia entre los bloques cuando

MB

WVE S Fop—1,(p-1)(b—1)- (16.35)

Al igual que antes, se puede escribir una tabla resumen con todos los factores necesarios para realizar

este andlisis de varianza como:

Suma de Grados de Cuadrados
Variacién cuadrados libertad medios
entre tratamientos VET p—1 MT =VET/(p—1)
entre bloques VEB b—1 MB=VEB/(b—1)
debida al azar VDT (p—1)(b—-1) ME=VDT/(p—-1)(b-1)
total vT pb—1 F=MT/ME ; F' =MB/ME

(El nimero de grados de libertad de la variacién total es n — 1 (= pb — 1) y coincide con la suma de los
grados de libertad de VET, VEB y VDT)
Las féormulas para el calculo de las diferentes variaciones necesarias para el andlisis son similares a las

presentadas para el caso de un tnico factor. Asi la variacién total puede calcularse como

2
D b

p
VI =YY a}-C  donde O:% S my | (16.36)

j=1 =1 j=11i=1

Por otra parte, las variaciones entre tratamientos V ET y entre bloques V EB se pueden expresar como

p T2_ b

VET =" Z ~C  donde Tp =) wy (16.37)
=1 i=1
b T]23 p

VEB = — -C donde Tp, =) mi (16.38)

Por dltimo, la variacién debida al azar VDT se puede calcular, usando (16.24), como
VDT =VT - VET — VEB. (16.39)

Hay que indicar que en el analisis anterior se ha supuesto que hay un tnico dato para cada bloque y
tratamiento dado. Se pueden hacer modificaciones a los desarrollos anteriores para realizar el andlisis de
varianza con dos factores cuando para cada tratamiento y bloque (es decir, para cada celda de la tabla de

datos) se tienen toda una serie de medidas.

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



182 Anaélisis de varianza

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



Tema V

REGRESION LINEAL

183






Capitulo 17

Regresion lineal

“Afirmaciones extraordinarias requieren pruebas extraordinarias.”

David Hume (1711-1776)

17.1. Regresion lineal simple
I

Dentro del estudio de las variables estadisticas bidimensionales vamos a abordar el anélisis de la existencia
de relaciones o dependencias entre las dos variables = e y que forman la variable bidimensional. Basicamente,
la relacion entre las dos variables podra ser de dos tipos: funcional, cuando exista una relacion matematica
exacta que ligue ambas variables (ej. el radio y el drea de un circulo), o aleatoria, cuando, aunque no exista
entre las variables una relacién exacta, se puede observar (aunque no siempre es el caso) una cierta tendencia
entre los comportamientos de ambas (ej. el peso y la altura de un individuo).

El primer paso para el estudio de la relacién entre las variables consiste en la construccién y observacion
de un diagrama de dispersién (Figura 17.1). El problema de la regresién se concreta entonces en ajustar una
funcién a la nube de puntos representada en dicho diagrama. Esta funcién permitird entonces obtener, al
menos de forma aproximada, una estimacién del valor de una de las variables a partir del valor que tome
la otra. Cuando la funcién sea del tipo y = f(x), hablaremos de regresién de y sobre z (a partir de los
valores de x se pueden estimar los de y). Al contrario, la regresiéon de x sobre y se basard en una funcién
del tipo x = f(y).

Se conoce como linea de regresién a la representacion gréafica de la funciéon que se ajusta a la nube
de puntos del diagrama de dispersiéon. Un primer problema para el estudio de la regresién es la eleccién del
tipo de linea de regresién. Efectivamente, ésta podra adoptar diferentes formas funcionales, y el tipo de linea
se elegira a partir de la forma de la nube de puntos. Cuando dicha nube se distribuya aproximadamente a
lo largo de una linea recta ajustaremos una recta de regresién. Sera el caso particular de la regresion

lineal. En este caso importante, la regresién de y sobre x vendrd dada entonces por
y=a+bx, (17.1)

donde a y b son dos pardmetros que habremos de determinar. Graficamente a sera la ordenada de la recta
en el origen (es decir el valor de y para z = 0) y b la pendiente de ésta.

Aunque aqui nos concentraremos, por simplicidad, en la regresién lineal, la linea de regresién puede
responder a otras formas funcionales como, por ejemplo, es el caso de la regresiéon parabdlica (y = a+br+cz?)

y exponencial (y = ab®).
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Figura 17.1: Ejemplo de diagrama de dispersion. Los datos corresponden a las medidas de dispersién de velocidades

v luminosidad en una muestra de 40 galaxias elipticas realizadas por Schechter (1980).

17.2. Ajuste de una recta de regresion

Dentro del estudio de la regresién lineal vamos a analizar cémo se pueden determinar los parametros a y
b de la recta de regresién dada por (17.1), es decir, en el caso de la regresién de y sobre z (el caso contrario
es similar). Como ya se ha indicado dicha recta de regresién nos permitird obtener valores aproximados de

y conocidos los de z.

Para calcular la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos observada se usa el método de minimos

cuadrados. Veamos a continuacién en qué consiste.

Sea una muestra de tamano n en que la variable estadistica bidimensional toma los valores

(331791)7 ('IQa y2)a RS} (Ina yn)
A cada valor z; de la variable x le corresponde entonces un valor y; de la variable y, pudiendo adema&s

asocidrsele un valor y;°, que serfa el dado por la recta que queremos calcular. Es decir
*
y; = a+ bx;.

Llamemos d; a la diferencia entre los dos valores, observado y dado por la recta, de la variable y en cada

punto (ver Figura 17.2)
di =y; — Y-

Para que la recta a determinar sea la que mejor se ajuste a la nube de puntos de entre todas las rectas
posibles, dichas distancias d; deberan ser lo mas pequenas posible. Es decir, hay que minimizar los d;. Para

ello es conveniente tomar los cuadrados de las distancias, para que asi no se anulen desviaciones positivas y
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-
—

Figura 17.2: Diferencia entre el valor observado y; y el valor ajustado y; .

negativas. De esta forma, el problema se reduce a minimizar la expresién

n

M=3"& =3 )
=1

i=1
o, utilizando la expresién para y;

M =

i

(a+ bx; — yi)z.
1

n

Para encontrar los valores de a y b que hacen minima esa expresiéon se deriva M respecto a esos dos pardmetros
y se igualan las derivadas a 0 (a partir de aqui se simplifica la notacién de los sumatorios y no se indica que

el indice va desde i = 1 hasta n)

oM
%—ZQ(aﬁ-bxz—yz)—O

oM
- = ZQ(a—i-b:Ei —yi)z; =0

Desarrollando los sumatorios y recordando que Y., a = an

(a+bz; —y;) =0
= (17.2)

S(ax; + bx? — xy;) =0

an+bY x; =>y;
= (17.3)

adxi+b> 22 = 2y

Este sistema sencillo de ecuaciones, conocidas como ecuaciones normales, se puede resolver por el método
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de Cramer, calculando en primer lugar el determinante

n Sy )
A= :nZazf—(Za@) ,
PIETIDIE

y cada uno de los parametros por

1 MU :E:v?Eyiz—ZwiEwiyi
A nS 2 — ;)2
Sr Ta? 2w — (2 mi)

n i
2 :nZ:viyz-—inZyi

1
A ny xi— (3 xi)?

Estas expresiones para los parametros de la recta se pueden simplificar introduciendo las definiciones de

n

media
T = y =

2

Dividiendo por n* en el numerador y denominador de la expresién para b, ésta queda

1 s — T T
b— nlzﬂizy; j;y- (17.4)
w2 =T

Por otra parte, dividiendo por n en la primera expresién de (17.3)

7 =a+bT. (17.5)
Es decir, una vez calculado b, a se puede calcular de forma inmediata por

a=7—bT. (17.6)

La expresion (17.5) es ademds interesante ya que indica que la recta de regresién debe pasar por (T,7), es
decir, por el centro de la nube de puntos.

El desarrollo anterior puede generalizarse para calcular expresiones similares para la regresion parabdlica
y, en general, polinémica (y = ag + a1z + azx? + ... + a,2"). En el caso de la regresién exponencial el

problema de la regresion se puede simplificar al de la regresion lineal ya que, tomando logaritmos
y = ab”® = logy = loga + zlogb.

17.3. Covarianza y coeficientes de regresion
I

Las expresiones para los pardmetros de la recta de regresiéon se pueden simplificar mas introduciendo una

importante definicién. Se define la covarianza de una muestra bidimensional a

> _ X (@ -y —7) (17.7)

zy n—1

Cov=s
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Es decir, es una definicién muy similar a la de la varianza s2, pero mezclando las desviaciones de ambas
variables. Al igual que ocurria con la varianza, en muchas ocasiones en el denominador se utiliza n en vez
de n — 1. Aqui usaremos esta segunda definicién.

En el caso general de que haya valores repetidos, o agrupamiento en intervalos, la definicion de la cova-

rianza seria N .
s 2ic1 2aje1 (@i —T)(y; —Y)ng;

zy n—1

Cov=s (17.8)

Miés adelante se profundizard més en el significado de la covarianza. Desarrollando la expresién (17.7) de
la covarianza se puede llegar a una férmula simplificada para calcularla
s 2@ —T)(wi—y)  Y(riyi —Tyi —xJ+TY)

Say = n—1 - n—1 -

_ DY — Ty Yi— Yy T +NTY _

n—1
DoTiYi —INY —YnTANTY _ Y xiyi —nTY
= : = . ) (17.9)
n— n—
De la misma forma se puede desarrollar la expresién para la varianza de x
o So(w—7)? (22 -22,T+7T%) S a?-2TY x;+nT?
S- = = = =
* n—1 n—1 n—1
_ S 2?2 — 2n7F? + nT? _ S x? — nz? (17.10)

n—1 n—1
Notese ademés que estas dos expresiones desarrolladas para la covarianza y varianza son similares al
numerador y denominador, respectivamente, de la férmula (17.4) para calcular el pardmetro b (ordenada en

el origen) de la recta de regresién. La similitud es més clara si escribimos dichas expresiones como

2 _ 1 1 T T : 2_ "1 1 2 _ =2
Sacy_n_1<ﬁzxzyz_$y) ) Sx_n_1<ﬁzxi_w)'

De forma que la expresién para el coeficiente b de la recta de regresién de y sobre z puede escribirse como la

razén entre la covarianza y la varianza de x. A dicho coeficiente se le llama coeficiente de regresion de

y sobre z y se denota por b,

2
Szy  Cov
_ Jzy _ 2OV 17.11

Esto nos permite ademads, utilizando (17.6), poder escribir la ecuacién de la recta de regresién como

_ ..  Cov _ Cov_ Cov
yza—f—bxz(y—b:zc)—f——sg x:y__si x+_s§ x
C
= y—yzg(x—f). (17.12)

De igual manera se puede obtener la recta de regresién de z sobre y (z = a + by), minimizando en este
caso las distancias horizontales (z} — x;) a la recta. El resultado es que el coeficiente de regresién de z
sobre y (denotado por b, ) y la recta resultante se pueden escribir

Cov _  Cov _
by, = —5~ : x—T=—(y—7) (17.13)
Sy
Noétese que ambas rectas de regresién (17.12) y (17.13) no coinciden en general y que ambas se cortan en

el punto (Z,7) (ver Figura 17.3). Hay que indicar que la regresién de x sobre y es igualmente importante a la
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Figura 17.3: Usando los mismos datos de la Figura 17.1 se comprueba que la recta de regresion de y sobre x (linea

continua) no coincide con la recta de regresién de x sobre y (linea de trazos). Ambas rectas se cruzan en el punto

@,9).

de y sobre x. En general, a no ser que se quiera estudiar en particular la dependencia de y con z, habra que
calcular ambas rectas.

El significado de los coeficientes de regresién es que b, es, como ya se ha indicado, la pendiente de la
recta de y sobre x, de forma que cuando sea positivo la recta serd creciente y al contrario. En el caso de que
by, = 0 la recta serd horizontal. De la misma manera, b, representa la pendiente de la recta respecto al eje
de ordenadas Y, y cuando sea nulo la recta serd vertical. Se puede observar ademdas que ambos coeficientes
de regresion tienen el mismo signo (el signo de la covarianza, ya que las varianzas siempre son positivas).

Esto implica que las dos rectas de regresiéon seran a la vez ascendentes o descendentes.

17.4. Correlacion lineal
B

Después de haber considerado el tema de la regresiéon, cuyo objetivo era la estimaciéon de una variable
a partir de la otra, nos planteamos el problema de la correlacién, el cual estudia el grado de asociacion o
dependencia entre las dos variables. Es decir, estudiar la correlacion significa analizar hasta qué punto es
significativa la dependencia de una variable con la otra. De esta manera, por ejemplo, cuando exista una
dependencia funcional entre ambas variables diremos que tenemos una correlacién perfecta (ej. radio y drea
de un circulo). Cuando, por el contrario, no exista ninguna dependencia entre las variables diremos que
no hay correlacién (ej. primera letra del apellido y altura de un individuo). El caso més interesante es el
intermedio, cuando es posible que exista alguna correlacién, aunque no perfecta, que habra que cuantificar.

Nos vamos a concentrar aqui en un tipo particular de correlacién que es la correlaciéon lineal. Esta
estudiard el grado en que la nube de puntos representada en el diagrama de dispersion se acerca a una recta.
Cuanto mejor se aproxime dicha nube a una recta, mayor sera el grado de correlacion lineal. De esta forma,

el estudio de la correlaciéon lineal estd intimamente ligado al de la regresiéon lineal. Distinguiremos dos tipos
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Figura 17.4: Distintos ejemplos sencillos de correlaciones: (a) claramente positiva; (b) claramente negativa; (c)

débilmente positiva; y (d) sin sin correlacion.

de correlacién lineal. Cuando al crecer la variable z, la variable y tienda también a aumentar (pendiente
positiva de la recta de regresién) diremos que tenemos una correlacién positiva o directa. Cuando ocurra

lo contrario, la correlacién serda negativa o inversa.

Evidentemente, la simple observacién del diagrama de dispersiéon proporciona una idea cualitativa del
grado de correlacién. Sin embargo, es claramente mas util disponer de una medida cuantitativa de dicha
correlacion. Una primera cuantificacion de la correlacién se puede obtener a partir de la covarianza. Efecti-
vamente, en la Figura 17.4 puede observarse que, en el caso de una clara correlacion lineal positiva, la mayor
parte de los puntos estaran en el segundo y tercer cuadrante, de forma que, en la definicién de covarianza
dada en (17.7) cuando z; sea mayor que T, también y; tenderd a ser mayor que 7, y al revés. Por tanto, la
mayoria de los términos del sumatorio seran positivos y la covarianza alcanzara un valor alto. Por el mismo
argumento, si existe correlacion lineal negativa, la mayoria de los términos del sumatorio seran negativos y la
covarianza tendra un valor alto y negativo. En el caso de que no hubiese correlacién y los puntos estuviesen
repartidos en los cuatro cuadrantes, en el numerador de (17.7) aparecerfan por igual términos positivos y
negativos, que se anularian dando un valor muy bajo, en valor absoluto, de la covarianza. En resumen, la

covarianza es una medida de la correlacion lineal entre las dos variables.

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



192 Regresion lineal

17.5. Coeficiente de correlacion lineal y varianza residual

La utilidad de la covarianza como medida de correlacion esta limitada por el hecho de que depende de las
unidades de medida en que se trabaje. Para construir una medida adimensional de la correlaciéon habra que
dividir la varianza por un término con sus mismas dimensiones. De esta forma, se define el coeficiente de
correlacién lineal r como el cociente entre la covarianza y las desviaciones tipicas (o raices cuadradas de

las varianzas) de z e y

2
Szy  Cov

po Sy (17.14)

558y SgSy

Desarrollando esta expresién mediante la aplicacién de (17.9) y (17.10) se puede llegar a una férmula més

facil de aplicar para el calculo del coeficiente de correlacién lineal

- 52y _ L (X ziyi —nTY) _

s (D )y (292 — )
D XY —NTY Y TYi — D T Yy Yi

Jo ) () Vs (e s - ()

Es importante resaltar que el coeficiente de correlacién no depende de las unidades en que se midan las

variables, al contrario que la varianza o la covarianza.

Es posible establecer una relacién entre el coeficiente de correlacién lineal (1) y los coeficientes de regresién

(by, ¥ be,). Usando las definiciones de ambos coeficientes

Cov

_ _ 2

byx — 82 = COV = byz S;E
x

s
= by, 82 = 1858, = by, =1L, (17.15)
Cov Sx

r= = Cov =rs;5y

SzSy

De la misma forma se puede encontrar una expresién para el coeficiente de regresién de x sobre y en
funcién del coeficiente de correlacion
Sz
by, =r—. (17.16)

Y
Sy
Ademas se puede demostrar que el coeficiente de correlacion es la media geométrica de los dos coeficientes

. Cov _ C(;vC(;v:im.
538y s2 s

Y

de regresién, ya que

Un concepto relacionado con el coeficiente de correlacion es el de la varianza residual. Esta se introduce
para proporcionar una estimacion de la variacién de los datos originales respecto a la recta de regresién que
se ha ajustado. Su definicién es la siguiente

n L2 %)2 n RS \2
o 2 Wi —y) >oica(yi —a —bay)

Sr n—2 n—2 ( )

Es decir, al igual que la varianza de una variable es una medida de la dispersion respecto al valor medio
de ésta, la varianza residual mide la dispersién de los puntos respecto a la recta ajustada. Algunos autores
definen la varianza residual utilizando n en vez de n — 2. La definicién aqui usada da una mejor estimacién

de la dispersion del ajuste. Notese que, de forma similar a lo que ocurria en la definicién de la varianza, solo
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existen n — 2 desviaciones independientes respecto a la recta (el sistema tiene n — 2 grados de libertad), ya
que si sélo tuviésemos 2 puntos conoceriamos sus desviaciones pues ambas serian 0, de aqui el sentido de
promediar las desviaciones al cuadrado dividendo por ese ntimero.

A partir de la varianza residual se puede definir la desviacién tipica residual como

5, = \/Z?—l(% —a=br) (17.18)

n—2

También se puede encontrar una relacion entre esta varianza residual y el coeficiente de correlacion.

Partiendo de la definicién de varianza residual e introduciendo (17.6)

2 Yli—a-bx)?  Yyi—g+bE—b)? (i —7) —blai—7)°
T n—2 n—2 n—2

S

_ Xm0 (@ = T)? = 263 (g — ) (@ — )

- n—2

Introducimos ahora las definiciones de varianza y covarianza (17.7)

-1
52 = Z — (sfl + b%s2 — 2bCov).

Sustituyendo b por su expresién en (17.15) (ndtese que el coeficiente de regresién que estamos usando es by, )

y poniendo la covarianza en funcién del coeficiente de correlacién, usando (17.14)

2

n—1 S s n—1 S

52 = sz + r2—gsi —2r¥Cov | = —— sz + 1“253 —2rErs,s, | =
n—2 82 Sy n—2 Sy

n—1 n—1
= (573 + 1“255 - 27"255) == (sz - 7"2573)
1
=s2= 1 2(1 -2, (17.19)

" on—-2Y

17.6. Interpretacién del coeficiente de correlacion
N

Usando las relaciones derivadas en el apartado anterior se puede hacer una interpretacién del coeficiente
de correlacién. En primer lugar, a partir de (17.19) podemos acotar sus posibles valores. Efectivamente, dado
que, por sus definiciones, tanto la varianza residual s? como la varianza si han de ser positivas, podemos

deducir que el coeficiente de correlacion ha de estar acotado entre los valores —1 y +1
1-rH)>0 = <1 = —-1<r<l.

Ademas, a partir de la relaciones (17.15) y (17.16), junto con la definicién (17.14) del coeficiente de
correlacion, puede observarse que dicho coeficiente de correlacion, los coeficientes de regresion y la covarianza

han de tener el mismo signo
r>0<+= by, >0+ by, >0<+= Cov=>0.

Es decir, cuando el coeficiente de correlacién sea positivo, la pendiente de la recta serd positiva (al igual

que la varianza) y tendremos una correlacién directa o positiva. Asi mismo, cuando r sea negativo, nos
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indicara que la correlacion es inversa o negativa.

Respecto a los valores concretos del coeficiente de correlacién podemos establecer los siguientes casos:

1. » = 0. En este caso, por las relaciones vistas en el apartado anterior, es claro que se cumple

_ _ . _ — . 2 o

r=0 = Cov=0 ; by, =b,, =0 ; s7~s
Es decir, en este caso, al ser la covarianza nula no existird correlacién. Ademaés las pendientes de la
rectas de regresion de y sobre x y de = sobre y seran nulas, es decir sus orientaciones seran horizontal y
vertical respectivamente. Por otra parte, al ser la varianza residual aproximadamente igual a la varianza

de y, la dispersién de la variable y no se vera reducida al ajustar la recta de regresionm.

2

2 = 0), por lo que no

2. r = 1. Es claro que en este caso se cumple que la varianza residual es nula (s
habra dispersion de los puntos respecto a la recta y todos se situaran sobre ella. En este caso tendremos
una dependencia funcional entre ambas variables y una correlacién positiva, o directa, perfecta. Ademas

las dos rectas de regresién (de y sobre x y de = sobre y) coincidirdn.

3. r = —1. Al igual que en el caso anterior todos los puntos se situardn sobre la recta y la correlacion

serd negativa, o inversa, perfecta.

4. 0 < r < 1. En este caso, la correlacién serd positiva pero no perfecta. Evidentemente la correlacién (y

la covarianza) serda mejor cuanto mas se acerque r a 1.

5. —1 < r < 0. De la misma manera tendremos una correlaciéon negativa tanto mejor cuanto mas préximo

esté r a —1.

Para examinar méas profundamente el significado del coeficiente de correlacién, despejemos éste de la
relacién (17.19)

—2)s; _ Xilwi—w)?
(n—1)s} > (Wi —g)?

donde se han aplicado las definiciones de varianza de y y varianza residual (17.17). Ademas se puede desa-

(17.20)

rrollar el término del denominador como

El término cruzado de la relacién anterior es nulo ya que

n n

S wi—y)wi =9 = (4 —a—bxi)(a+ bz —7) =

i=1 i=1

n

=a) (yi—a—bz;)+bY wi(yi—a—bx;)—F Y (yi—a—br;) =0,
i=1 i=1

i=1
puesto que todos los sumatorios se anulan por (17.2). Por lo tanto, hemos demostrado que

n n n

Swi—9* =) _wi—v)?+> -9 (17.21)

i=1 i=1 =1

Esta ultima expresién puede interpretarse usando la terminologia del andlisis de varianza. Efectivamente

la suma de cuadrados del primer término representa la variacién total (VT) de la variable dependiente
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respecto a su valor medio 3. Por otra parte, el primer sumando del segundo término es la variacién no
explicada (VNE) por la recta de regresién, representando la variacién de los datos, o residuos, alrededor de
dicha recta. Al tltimo sumando se le llama variacién explicada (VE), ya que es la parte de la variacién
total que se explica por la recta ajustada. De esta forma, la variacion total se descompone en dos variaciones,

no explicada y explicada por la recta de regresion
VI =VNE+VE (17.22)

Introduciendo la expresién (17.21) en la relacién (17.20) para el coeficiente de correlacién, se llega a

D V(7R ) D DV ) S B/ i )
2im (v — ) > i (vi —9)?
s > (yr —7y)* VE _ Variacién explicada

= =S = o = : 17.23
" S (yi—y)? VT Variacién total ( )

Es decir, 72, conocido como coeficiente de determinacién, puede interpretarse como la fraccién de
la variacién total que se explica por la recta de regresiéon. Asi, un coeficiente de correlaciéon préximo a +1
indica que casi todas las variaciones encontradas en y son explicadas por la recta (teniéndose una buena
correlacién), mientras que si 7 es 0, la recta de regresién apenas sirve para explicar las variaciones y la
correlacién lineal ser4 pobre. Como ejemplo, si r = 0.95, podemos deducir que aproximadamente el 90 % de
las variaciones de y son debidas a la regresién lineal.

Aunque el andlisis de la regresién lineal y la derivacién del coeficiente de correlacién parecen un método
muy adecuado para estudiar la relacién entre dos variables, hay que indicar que tiene importantes debilidades.

En particular:

= Tanto la recta de regresién como el coeficiente de correlacién no son robustos, en el sentido de que

resultan muy afectados por medidas particulares que se alejen mucho de la tendencia general.

= No hay que olvidar que el coeficiente de correlacién no es mas que una medida resumen. En ningin
caso puede substituir al diagrama de dispersion, que siempre habrd que construir para extraer mas
informacién. Formas muy diferentes de la nube de puntos pueden conducir al mismo coeficiente de

correlacion.

= El que en un caso se obtenga un coeficiente de correlacion bajo no significa que no pueda existir
correlacién entre las variables. De lo tinico que nos informa es de que la correlacién no es lineal (no se

ajusta a una recta), pero es posible que pueda existir una buena correlacién de otro tipo.

= Un coeficiente de correlacion alto no significa que exista una dependencia directa entre las variables.
Es decir, no se puede extraer una conclusion de causa y efecto basdndose iinicamente en el coeficiente
de correlacién. En general hay que tener en cuenta que puede existir una tercera variable escondida

que puede producir una correlaciéon que, en muchos casos, puede no tener sentido.
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Capitulo 18

Inferencia estadistica sobre la

regresion

“La prediccion es dificil, especialmente si se trata del futuro.”
Niels Bohr (1885-1962)

En este tema se van a utilizar los conceptos bésicos de la teoria muestral y el contraste de hipdtesis, ya
estudiados en los temas anteriores, para elaborar un modelo estadistico de la regresién lineal simple. Esto
nos permitird estudiar desde un punto de vista probabilistico los parametros de la recta de regresion y el

concepto de correlacion.

18.1. Fundamentos
B

En primer lugar es importante hacer la distincion entre las dos variables = e y que intervienen en la
regresion lineal. Por una parte, y se considera como la variable dependiente (o respuesta), que tomard di-
ferentes valores dependiendo del valor de z, o variable independiente (o de regresién). Supongamos que
en el experimento se toma una muestra aleatoria representada por los pares (z;,y;), donde i = 1,2,...,n.
Normalmente, los valores de x; se fijan a priori (antes de realizar el experimento) y por tanto serdn los
mismos para las diferentes muestras que se puedan tomar. Se consideran entonces que tienen asociado un
error despreciable y no son variables aleatorias. Por el contrario, para un valor de z fijo, el y; particular
medido podrd variar de una muestra a otra, de forma que, para cada x;, la variable Y;, que engloba a todos
los posibles valores de y que se pueden obtener para x = x;, se considerard una variable aleatoria en el
muestreo. Tendra, por lo tanto, una distribucién de probabilidad asociada y se podran definir su valor medio
y varianza. Llamaremos py|, al valor medio de la variable Y para un valor fijo de = y 032,‘1 a su varianza.
Dichos valores medios dependeran entonces del valor concreto de x que se considere.

La hipdtesis basica de la regresion lineal es que py |, esta linealmente relacionado con x por la ecuacion

Py |z = @+ Bz. (18.1)

Esta es la ecuacién de regresién lineal poblacional. a y § seran los parametros poblacionales correspondientes
que tendran que estimarse a partir de una muestra. Como se demostrara posteriormente, los coeficientes de

la recta a y b se usardn como los estimadores de dichos pardmetros poblacionales. De esta forma, uy |, se
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198 Inferencia estadistica sobre la regresion

estimara por
Y =a+ bz, (18.2)

que serd la ecuacién de regresion lineal ajustada o de la muestra. Es importante destacar que para diferentes
muestras se obtendréan diferentes valores concretos de a y b, y por lo tanto diferentes rectas de regresién
ajustadas, que en general no coincidirdn con la recta poblacional dada en (18.1). A y B serdn entonces
también variables aleatorias en el muestreo.

El modelo estadistico para la regresion se basa entonces en suponer que todas las py |, caen sobre la recta
poblacional y las diferencias encontradas se basan en la limitacién del muestreo. En particular, para cada

valor fijo de = z;, un valor concreto de Y; (denotado por y;) pofrd expresarse como
Yi = Py e, + i = @+ Br; + €, (18.3)

donde ¢; es el error aleatorio que tiene en cuenta la diferencia entre el valor observado y el valor medio
esperado. Légicamente se cumplird que ., = 0.

Por otra parte, al usar la recta ajustada (18.2), los valores y; medidos se podran expresar como
Yi =y; +ei=a+bxi +e, (18.4)

donde e; es el residuo y representa el error en el ajuste.

Una suposicién adicional que se debe hacer para simplificar el estudio estadistico de la regresién lineal
es que los errores €; para cada x; tienen todos la misma varianza, denotada por o2. Esto quiere decir que
para cada x; los valores muestrales de Y; se distribuyen todos alrededor de su correspondiente jiy|,, con la
misma dispersién. Es decir, los errores en la medida no han de depender del valor concreto de la variable

independiente z. Bajo estas condiciones se puede expresar entonces que
2 2 _ 2
oy, =0, =0". (18.5)

o? es por tanto la varianza de las diferentes variables aleatorias Y;. Otra suposicién importante es considerar
que las variables aleatorias Y;, para cada r = z;, siguen una distribucién normal, es decir, sus errores se

distribuyen normalmente alrededor del valor medio. Por tanto, cada Y; tendréd una distribucién N (a4 Bx;, o).

18.2. Coeficientes de la recta
B

Como ya se ha indicado, para estimar los pardametros poblacionales o y 3 de la recta poblacional se usan
los valores a y b deducidos a partir del método de los minimos cuadrados. Diferentes muestras conducen a
diferentes valores de dichos estimadores y, por lo tanto, A y B son variables aleatorias en el muestreo, con
distribuciones de probabilidad asociadas. Para poder realizar contrastes de hipdtesis sobre los pardmetros de

la recta es necesario entonces estudiar en primer lugar las caracteristicas de dichas distribuciones muestrales.

18.2.1. Distribuciones de probabilidad

Estudiemos en primer lugar la distribucién de probabilidad para el estimador B del coeficiente de regresion

( pendiente del ajuste). Desarrollando la expresién (17.11) para b

b— S’Qﬂ i@ D)W -y Y@ Ty - gy, (v —T)

(n—1)s3 (n—1)s3
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St (x—T T —T

b= Zl— w donde W, = ——————

(n—1)s2 Z i Y (n—1)s2

De esta forma podemos expresar el coeficiente de regresion como una combinacién lineal de las variables
aleatorias Y;. Nétese que cada w; depende unicamente de los valores de las = y, por tanto, no cambia de
muestra a muestra. Puesto que cada Y; es normal, por las propiedades de dicha distribucion el estadistico
B seguird también una distribucién normal. El valor esperado (o medio) de B puede calcularse tomando

esperanzas matematicas en la expresién anterior

up = E(B) = szE(YZ) = Zwi(a + Bx;) = aZwi + ﬁZwal
i=1 i=1 i=1

=1

Los sumatorios que aparecen en esta expresion pueden desarrollarse para demostrar que

i= 1(‘T1_E)_
Zwl‘ CESE

Por lo tanto
up = E(B) = 0. (18.6)
y B es un estimador insesgado de la pendiente [ de la recta poblacional.
De forma similar se puede llegar a una expresién para la varianza de B, utilizando (18.5)
= - Zl (xz B x)Q
oh = Var(B) = Y wlod, = o* Y = o? =S

i=1 i=1

) ) §2 o2
= op =0 =

(n—1)sz  (n—1)s3

Esta expresién tiene un importante significado intuitivo. El error en la determinacién de la pendiente
de la recta ha de ser inversamente proporcional al rango cubierto por las x, puesto que un rango pequeno
conducird a una pendiente muy indeterminada. En general, el error en la pendiente: (i) disminuird al aumentar
la dispersién de los valores de x; (ii) aumentard con o2, o el error intrinseco para las medidas de Y;, y (iii)

disminuira al aumentar el nimero de puntos.

En resumen, hemos demostrado que B seguird una distribucién normal de parametros

(ﬁ, ﬁ) . (18.7)

De forma similar se puede estudiar la distribucién muestral del estadistico A que representa la ordenada

en el origen. Desarrollando la expresién (17.6) para a se puede demostrar también que ésta puede expresarse

como una combinacién lineal de las variables aleatorias Y;

a=7—bx = 11% xZwlyZ_Z<l—Twi)yi

=1

1
a= Z TiYi donde ri = — — Tw;

. n
=1
Al ser entonces una combinacién lineal de variables normales independientes, A seguird también una
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distribucién normal. Su valor medio se puede encontrar desarrollando la expresion anterior
n n n n
pa = E(A) = ZTiE(Yi) = Zri(a + fr;) = CYZH + BZH%,
i=1 i=1 i=1 i=1

donde los diferentes sumatorios tienen los siguientes valores

Por lo tanto
pa =EA) =« (18.8)

y A es un estimador insesgado del parametro poblacional a. Respecto a su varianza

n n n 1 2
0% =Var(A) = E rioy, = o’ E r? = o? E (ﬁ - Ewl)
=1 i=1 i=1

2 _ 2 = 1 —2” 2 25" _ 2 1 T2

Esta expresiéon también tiene un significado claro. El error en la ordenada en el origen es suma de dos
términos: el primero es el error en la ordenada media Y y el segundo tiene en cuenta que el error serd mayor
cuanto mas alejados estén los datos del origen x = 0. Es facil comprobar que la expresiéon anterior es

equivalente a la siguiente

Z?:l IZ2

2 2
o) =0 ——=7"—— (18.9)
A ny . (x; —T)?
En definitiva el estimador A de la ordenada en el origen sigue una distribucién normal del tipo
N (18.10)

Para realizar contrastes sobre los coeficientes de la recta usando las expresiones anteriores es necesario

2

conocer la varianza o°, es decir, la varianza de cada una de las Y;, conocida como varianza del error del

modelo. Se puede demostrar que, como cabria esperarse, la varianza residual de la muestra, definida en

(17.17) como
2 Wiy Y i—a—bx)® 3 e}

r = n—2 - n—2 T -2

es un estimador insesgado de 0. Nétese que mientras que s mide las desviaciones de los datos respecto a
la recta ajustada (y = a + bx), o mide las desviaciones de cada Y; respecto a su valor medio My |z, 1o que
es equivalente a las desviaciones respecto a la recta poblacional (y = o+ fz) (puesto que los valores medios
se han de situar sobre ésta). Por tanto, es 16gico que la varianza residual sea el estimador insesgado de o2.
Es decir

E(s?) = o> (18.11)

De forma similar a lo que ocurria con la varianza muestral y poblacional de una variable, lo anterior
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implica que se puede construir la siguiente variable x?

2 5
Xn—2 = (n - 2);7 (1812)

lo cual puede servir para construir intervalos de confianza para la varianza o?

18.2.2. Intervalos de confianza y contraste de hipdtesis

Las propiedades anteriores de las distribuciones muestrales para los coeficientes de la recta de regresion
pueden usarse para construir intervalos de confianza sobre los pardmetros poblacionales de la recta. En el

caso del coeficiente de regresion es claro que se puede construir la siguiente variable normal tipificada

z= 71) —b
= o/ (Vn = 1sy)

Entonces, por la definicién de la distribucién ¢ de Student, el siguiente estadistico

b5
o/ (Vr—Ts2) b—p

e Vel (n—2) \/ i [,y VP10 e

seguird una distribucion ¢ con n — 2 grados de libertad. Por tanto, para un nivel de confianza 1 — « se puede

expresar
P (_t < — <t ) =1—«
a/2,n—2 Sr/( /—TL 181) a/2n—2 | — ’

que conduce al siguiente intervalo de confianza para el pardmetro poblacional 3

Sy Sy
P({b—ty/jomo——m—< —_— | =1-
(( /2,n—2 7—151 ) «

B < bt tappns = (18.14)

Sy
I=|bttyn, o——e,|. 18.15
[ /2 Wmsj (18.15)

Por otra parte, lo anterior se puede usar para realizar constrastes de hipdtesis sobre 3. Si suponemos un
contraste bilateral del tipo

Hipétesis : Ho: f=/o
Hy: B# 0o

la hipotesis nula Hy se aceptara, con un nivel de significacién «, cuando

b — Bl
sr/(vVn — 1sy) =t

«/2,n—2- (18.16)

De la misma forma, a partir de la distribucién muestral para la ordenada en el origen A, el estadistico
a—«
t =

— (18.17)
st/ 7 T ez

seguird una distribucién ¢ con n — 2 grados de libertad. Esto conduce al siguiente intervalo de confianza para
«@

P t ! + 7T2 <a<a-+ti ! + 7T2
a—=1la/2n—25r| — « a a/2.n—28rA | — =
/2in=2 n  (n—1)s2 /2in=2 n  (n—1)s2

=1-a (18.18)
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I=|att Y R (18.19)
= a/2,n—29T n (TL — 1)53 ) .

para el que se puede dar también la siguiente expresién alternativa

I =

S a2
:l:ta n—2°r nzj—l_ .
O efrne \/ DYEEEE

Esto implica que, en el contraste de hipdtesis bilateral siguiente

Hy: a=aq

Hipétesis :
Hl e 75 (67}
la hipotesis nula Hy se acepta, a un nivel de significacién «, cuando

a — Qg

|1 |_2 <tojons (18.20)
s =+ Y
r EEE

Notese que en estas expresiones el simbolo “a” se utiliza con dos sentidos diferentes: nivel de significacion

y ordenada en el origen de la recta poblacional.

18.3. Predicciéon

Aunque los intervalos de confianza para los parametros poblacionales de la recta son importantes, en
general el cientifico necesita calcular el intervalo de confianza para futuras evaluaciones de la recta, obtenidas
para un valor concreto de la abcisa xg, o lo que normalmente se conoce como intervalo de confianza para la
prediccién. En general dicho valor xp no coincidira con ninguno de los valores x; utilizados en para el calculo

de la recta de regresion. Vamos a distinguir dos situaciones diferentes.

18.3.1. Intervalo de confianza para el valor medio jy,, en x =

Para su calculo utilizamos como estimador
YO* = A+B$0 = (?—BE) +BIO :Y—I—B(IO —f),
que es un estadistico que tendra una determinada distribucién muestral. En concreto

py; = B(Yg) = B(A+ Bao) = a+ Bro = jiy s,
2

0% = 041 Bay = U2?+B(mo—z) = 0%+ (w0 — T)*0h + 2(zo — T)cov(Y, B) =

El siguiente estadistico

(18.21)

ESTADISTICA BASICA PARA ESTUDIANTES DE CIENCIAS FEBRERO 2009



18.4 Correlacion 203

sigue una distribucién ¢ de Student con n—2 grados de libertad. El intervalo de confianza buscado vendra dado

por

I =

* 1 To —T)?
Yo £laszn-2sry[ -+ 7En — 1)5) ] (18.22)

{0

18.3.2. Intervalo de confianza para un valor individual y, en = = z

En este caso estamos interesados en el intervalo de confianza para un tnico valor individual yy. Sabemos
que el valor real vendra dado por
Yo = a+ Bxo + o

El estadistico Y — Y} seguird entonces una determinada distribucién muestral. En concreto

Hys—Yy = E(YO* — Yb) = E(A-i—BLL'Q —a— Bxg — 80) =0

1 zo —T)? 1 o —T)?
0’)2/0**)/0:0-%/0*—’_0-%/0:0—)2/0*—’_0-50:0-2 (ﬁ—i_ ETLO— 1)2 )+02:02 (1+_+( 0 ) )

{0

El siguiente estadistico
Yy — Yo

-2 =" (0—2?
spy/1+ 4+ (o5

sigue una distribucién ¢ de Student con n — 2 grados de libertad. Por tanto, el intervalo de confianza para

(18.23)

Yy puede finalmente calcularse mediante

1 (LL'Q _5)2
I=|ys £t _oSpq |14+ — 4 —— 18.24
Yo & tajan-2s \/ MR ey (18:24)

18.4. Correlacién
B

Hasta ahora hemos supuesto que la variable de regresion independiente = es una variable fisica o cientifica,
pero no una variable aleatoria. De hecho, en este contexto, x frecuentemente recibe el nombre de variable
matematica, la cual, en el proceso de muestreo, se mide con un error despreciable. Sin embargo, resulta
mucho mas realista suponer que tanto X como Y son variables aleatorias.

El analisis de correlacién intenta cuantificar las relaciones entre dos variables por medio de un simple
nimero que recibe el nombre de coeficiente de correlacién.

Para ello vamos a considerar que el conjunto de medidas (x;,¥;), con i = 1,...,n, son observaciones de
una poblacién que tiene una funcién de densidad conjunta f(x,y). No es dificil mostrar que en ese caso (ver
libro de Walpole y Myers, Seccién 9.10) la funcién de densidad conjunta de X e Y puede escribirse como

una distribucién normal bivariada

flz,y) = ! X

2w ox oy /1 — p?

oo g | () -2 (2 (520) + (52) ]} s

donde la constante p, definida como

2 4
2 _52 Ox _ Oxy
p - 0’2 _0'2 0’2
Y X Oy
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0,2
Ox Oy

recibe el nombre de coeficiente de correlacién poblacional y juega un papel importante en muchos
problemas de anélisis de datos de dos variables.

De entrada, si hacemos p = 0 en (18.25) obtenemos

flz,y) = ﬁ exp{—% l(JE;;X)QJF <y;:y)2”_

1 . 1<x—ux>2 " 1 . 1(y—uy>2
= —— >4 —_— _— _— X —_— =
V2Tmox P 2 ox V2moy P 2 oy

es decir, la funcién de distribucién conjunta se puede expresar como producto de dos funciones independientes
de X e Y. En otras palabras, si p = 0 las variables aleatorias X e Y son independientes. Por otra parte, si
p # 0, no podemos separar las dos funciones y las variables no seran independientes.

Por otro lado, recordando que p? = 3? 0% /0%, vemos que estudiar la presencia de correlacién se conver-

tird en estudiar si p # 0 o si 8 # 0. Dicho de otra forma
No correlacion = p=0 = B8=0

Finalmente estudiemos los contrastes para p =0y p = po:

= Contraste de la hipétesis p = 0

Hy: =0
Hipétesis : 0: P
H1 P 75 0
6 = 0 — t = b = Tsy/sm = T‘Sy =
sr/(Wn—1sz)  sp/(vVn—1sz) s./vV/n—1

TSy
,/Z—:;sy\/l —r2/yn—1

rvn — 2
V1—72

= lpo=

Se acepta Hy si

|r|vn —2
——— <ta/2n-2-
V1—r2 '

El que un valor de r sea o no indicativo de correlacién dependerd también del nimero de puntos. Si n

(18.27)

es grande, serd facil rechazar Hy y existird correlacion.

= Contraste de la hipdtesis p = pg

Ho: p=po

Hipétesis :
Hi: p#po

Se puede demostrar que si X e Y siguen una distribucién normal bivariada, la cantidad

1 1 =1 In (ﬂ)
—In tr es aprox. normal con h=3 1=
2 1—r o2
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Es decir

Ly (e} _ 1y (1teo
21 (17r) 21 (17;)0) \/n—31n<8t28122§) es N(0,1).

Se acepta Hy si

Vemos que si n crece es mas facil rechazar Hy. Por otro lado, si p es muy parecido a pg, la cantidad

dentro del logaritmo tiende a uno y el logaritmo a cero.
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Capitulo 19

Apéndice A: Distribuciones de
Probabilidad

En este apéndice aparecen tabuladas las siguientes funciones:

= Tabla I: probabilidades binomiales individuales.
= Tabla II: probabilidades binomiales acumuladas.
= Tabla III: probabilidades acumuladas de Poisson.
= Tabla I'V: distribucién normal tipificada.

s Tabla V: distribucién x? de Pearson.

= Tabla VI: distribucién ¢ de Student.

= Tabla VII: distribuciéon F' de Fisher.

Los datos que aparecen en las tablas han sido calculados utilizando funciones de Numerical Recipes in

Fortran 77 (Press et al. 1992) y programas propios de los autores de este libro.
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PROBABILIDADES BINOMIALES INDIVIDUALES

TABLA 1

b(xsn,p) = ( Z )p'”q

n—x

0.01

0.05

0.10

0.15

0.20

0.30

0.35

0.40

0.45

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

0.80

0.85

0.90

0.95

0.99

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

N =

L W N = O B W - O W N~ O

DU W= O

N O Ut W~ O

0.980
0.020
0.0+

0.970
0.029
0.0+
0.0+

0.961
0.039
0.001
0.0+
0.0+

0.951
0.048
0.001
0.0+
0.0+
0.0+

0.941
0.057
0.001
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+

0.932
0.066
0.002
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+

0.902
0.095
0.003

0.857
0.135
0.007
0.0+

0.815
0.171
0.014
0.0+
0.0+

0.774
0.204
0.021
0.001
0.0+
0.0+

0.735
0.232
0.031
0.002
0.0+
0.0+
0.0+

0.698
0.257
0.041
0.004
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+

0.810
0.180
0.010

0.729
0.243
0.027
0.001

0.656
0.292
0.049
0.004
0.0+

0.590
0.328
0.073
0.008
0.0+
0.0+

0.531
0.354
0.098
0.015
0.001
0.0+

0.0+

0.478
0.372
0.124
0.023
0.003
0.0+
0.0+
0.0+

0.722
0.255
0.023

0.614
0.325
0.057
0.003

0.522
0.368
0.098
0.011
0.001

0.444
0.392
0.138
0.024
0.002
0.0+

0.377
0.399
0.176
0.041
0.005
0.0+

0.0+

0.321
0.396
0.210
0.062
0.011
0.001
0.0+

0.0+

0.640
0.320
0.040

0.512
0.384
0.096
0.008

0.410
0.410
0.154
0.026
0.002

0.328
0.410
0.205
0.051
0.006
0.0+

0.262
0.393
0.246
0.082
0.015
0.002
0.0+

0.210
0.367
0.275
0.115
0.029
0.004
0.0+

0.0+

0.562
0.375
0.062

0.422
0.422
0.141
0.016

0.316
0.422
0.211
0.047
0.004

0.237
0.396
0.264
0.088
0.015
0.001

0.178
0.356
0.297
0.132
0.033
0.004
0.0+

0.133
0.311
0.311
0.173
0.058
0.012
0.001
0.0+

0.490
0.420
0.090

0.343
0.441
0.189
0.027

0.240
0.412
0.265
0.076
0.008

0.168
0.360
0.309
0.132
0.028
0.002

0.118
0.303
0.324
0.185
0.060
0.010
0.001

0.082
0.247
0.318
0.227
0.097
0.025
0.004
0.0+

0.423
0.455
0.122

0.275
0.444
0.239
0.043

0.179
0.384
0.311
0.111
0.015

0.116
0.312
0.336
0.181
0.049
0.005

0.075
0.244
0.328
0.235
0.095
0.020
0.002

0.049
0.185
0.298
0.268
0.144
0.047
0.008
0.001

0.360
0.480
0.160

0.216
0.432
0.288
0.064

0.130
0.346
0.346
0.154
0.026

0.078
0.259
0.346
0.230
0.077
0.010

0.047
0.187
0.311
0.276
0.138
0.037
0.004

0.028
0.131
0.261
0.290
0.194
0.077
0.017
0.002

0.303
0.495
0.202

0.166
0.408
0.334
0.091

0.092
0.299
0.368
0.200
0.041

0.050
0.206
0.337
0.276
0.113
0.018

0.028
0.136
0.278
0.303
0.186
0.061
0.008

0.015
0.087
0.214
0.292
0.239
0.117
0.032
0.004

0.250
0.500
0.250

0.125
0.375
0.375
0.125

0.062
0.250
0.375
0.250
0.062

0.031
0.156
0.312
0.312
0.156
0.031

0.016
0.094
0.234
0.312
0.234
0.094
0.016

0.008
0.055
0.164
0.273
0.273
0.164
0.055
0.008

0.202
0.495
0.303

0.091
0.334
0.408
0.166

0.041
0.200
0.368
0.299
0.092

0.018
0.113
0.276
0.337
0.206
0.050

0.008
0.061
0.186
0.303
0.278
0.136
0.028

0.004
0.032
0.117
0.239
0.292
0.214
0.087
0.015

0.160
0.480
0.360

0.064
0.288
0.432
0.216

0.026
0.154
0.346
0.346
0.130

0.010
0.077
0.230
0.346
0.259
0.078

0.004
0.037
0.138
0.276
0.311
0.187
0.047

0.002
0.017
0.077
0.194
0.290
0.261
0.131
0.028

0.123
0.455
0.422

0.043
0.239
0.444
0.275

0.015
0.111
0.311
0.384
0.179

0.005
0.049
0.181
0.336
0.312
0.116

0.002
0.020
0.095
0.235
0.328
0.244
0.075

0.001
0.008
0.047
0.144
0.268
0.298
0.185
0.049

0.090
0.420
0.490

0.027
0.189
0.441
0.343

0.008
0.076
0.265
0.412
0.240

0.002
0.028
0.132
0.309
0.360
0.168

0.001
0.010
0.060
0.185
0.324
0.303
0.118

0.0+

0.004
0.025
0.097
0.227
0.318
0.247
0.082

0.062
0.375
0.562

0.016
0.141
0.422
0.422

0.004
0.047
0.211
0.422
0.316

0.001
0.015
0.088
0.264
0.396
0.237

0.0+

0.004
0.033
0.132
0.297
0.356
0.178

0.0+

0.001
0.012
0.058
0.173
0.311
0.311
0.133

0.040
0.320
0.640

0.008
0.096
0.384
0.512

0.002
0.026
0.154
0.410
0.410

0.0+

0.006
0.051
0.205
0.410
0.328

0.0+

0.002
0.015
0.082
0.246
0.393
0.262

0.0+

0.0+

0.004
0.029
0.115
0.275
0.367
0.210

0.022
0.255
0.723

0.003
0.057
0.325
0.614

0.001
0.011
0.098
0.368
0.522

0.0+

0.002
0.024
0.138
0.392
0.444

0.0+

0.0+

0.005
0.041
0.176
0.399
0.377

0.0+

0.0+

0.001
0.011
0.062
0.210
0.396
0.321

0.010
0.180
0.810

0.001
0.027
0.243
0.729

0.0+

0.004
0.049
0.292
0.656

0.0+
0.0+
0.008
0.073
0.328
0.590

0.0+

0.0+

0.001
0.015
0.098
0.354
0.531

0.0+
0.0+
0.0+
0.003
0.023
0.124
0.372
0.478

0.003
0.095
0.902

0.0+

0.007
0.135
0.857

0.0+
0.0+
0.014
0.171
0.815

0.0+
0.0+
0.001
0.021
0.204
0.774

0.0+
0.0+
0.0+
0.002
0.031
0.232
0.735

0.0+
0.0+
0.0+
0.0+
0.004
0.041
0.257
0.698

0.0+
0.020
0.980

0.0+
0.0+
0.029
0.970

0.0+
0.0+
0.001
0.039
0.961

0.0+
0.0+
0.0+
0.001
0.048
0.951

0.0+
0.0+
0.0+
0.0+
0.001
0.057
0.941

0.0+
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+
0.002
0.066
0.932

N = O

W N = O

T W N~ O B W N = O

DU WO

O Uk W= O

v

PEDI[IqeqoL op SouoNIISI [y 9o1pupdy
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TABLA I (Continuacion)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

n
PROBABILIDADES BINOMIALES INDIVIDUALES b(z;n,p) = ( v >pan_x
p
n T 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99 T
8 0 0.923 0.663 0.430 0.272 0.168 0.100 0.058 0.032 0.017 0.008 0.004 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.075 0.279 0.383 0.385 0.336 0.267 0.198 0.137 0.090 0.055 0.031 0.016 0.008 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.003 0.051 0.149 0.238 0.294 0.311 0.296 0.259 0.209 0.157 0.109 0.070 0.041 0.022 0.010 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.005 0.033 0.084 0.147 0.208 0.254 0.279 0.279 0.257 0.219 0.172 0.124 0.081 0.047 0.023 0.009 0.003 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.0+ 0.005 0.018 0.046 0.087 0.136 0.188 0.232 0.263 0.273 0.263 0.232 0.188 0.136 0.087 0.046 0.018 0.005 0.0+ 0.0+ 4
5} 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.009 0.023 0.047 0.081 0.124 0.172 0.219 0.257 0.279 0.279 0.254 0.208 0.147 0.084 0.033 0.005 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.010 0.022 0.041 0.070 0.109 0.157 0.209 0.259 0.296 0.311 0.294 0.238 0.149 0.051 0.003 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.008 0.016 0.031 0.055 0.090 0.137 0.198 0.267 0.336 0.385 0.383 0.279 0.075 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.004 0.008 0.017 0.032 0.058 0.100 0.168 0.272 0.430 0.663 0.923 8
9 0 0.914 0.630 0.387 0.232 0.134 0.075 0.040 0.021 0.010 0.005 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.083 0.299 0.387 0.368 0.302 0.225 0.156 0.100 0.060 0.034 0.018 0.008 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.003 0.063 0.172 0.260 0.302 0.300 0.267 0.216 0.161 0.111 0.070 0.041 0.021 0.010 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.008 0.045 0.107 0.176 0.234 0.267 0.272 0.251 0.212 0.164 0.116 0.074 0.042 0.021 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.001 0.007 0.028 0.066 0.117 0.172 0.219 0.251 0.260 0.246 0.213 0.167 0.118 0.074 0.039 0.017 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.017 0.039 0.074 0.118 0.167 0.213 0.246 0.260 0.251 0.219 0.172 0.117 0.066 0.028 0.007 0.001 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.021 0.042 0.074 0.116 0.164 0.212 0.251 0.272 0.267 0.234 0.176 0.107 0.045 0.008 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.010 0.021 0.041 0.070 0.111 0.161 0.216 0.267 0.300 0.302 0.260 0.172 0.063 0.003 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.008 0.018 0.034 0.060 0.100 0.156 0.225 0.302 0.368 0.387 0.299 0.083 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.005 0.010 0.021 0.040 0.075 0.134 0.232 0.387 0.630 0.914 9
10 0 0.904 0.599 0.349 0.197 0.107 0.056 0.028 0.013 0.006 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.091 0.315 0.387 0.347 0.268 0.188 0.121 0.072 0.040 0.021 0.010 0.004 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.004 0.075 0.194 0.276 0.302 0.282 0.233 0.176 0.121 0.076 0.044 0.023 0.011 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.010 0.057 0.130 0.201 0.250 0.267 0.252 0.215 0.166 0.117 0.075 0.042 0.021 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.001 0.011 0.040 0.088 0.146 0.200 0.238 0.251 0.238 0.205 0.160 0.111 0.069 0.037 0.016 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.0+ 0.001 0.008 0.026 0.058 0.103 0.154 0.201 0.234 0.246 0.234 0.201 0.154 0.103 0.058 0.026 0.008 0.001 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.016 0.037 0.069 0.111 0.160 0.205 0.238 0.251 0.238 0.200 0.146 0.088 0.040 0.011 0.001 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.021 0.042 0.075 0.117 0.166 0.215 0.252 0.267 0.250 0.201 0.130 0.057 0.010 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.023 0.044 0.076 0.121 0.176 0.233 0.282 0.302 0.276 0.194 0.075 0.004 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.004 0.010 0.021 0.040 0.072 0.121 0.188 0.268 0.347 0.387 0.315 0.091 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.006 0.013 0.028 0.056 0.107 0.197 0.349 0.599 0.904 10
11 0 0.895 0.569 0.314 0.167 0.086 0.042 0.020 0.009 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.099 0.329 0.384 0.325 0.236 0.155 0.093 0.052 0.027 0.013 0.005 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.005 0.087 0.213 0.287 0.295 0.258 0.200 0.140 0.089 0.051 0.027 0.013 0.005 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.014 0.071 0.152 0.221 0.258 0.257 0.225 0.177 0.126 0.081 0.046 0.023 0.010 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.001 0.016 0.054 0.111 0.172 0.220 0.243 0.236 0.206 0.161 0.113 0.070 0.038 0.017 0.006 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4

v
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TABLA I (Continuacion)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

n .
PROBABILIDADES BINOMIALES INDIVIDUALES b(z;n,p) = ( v peq" "
p
n T 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99 T
11 5 0.0+ 0.0+ 0.002 0.013 0.039 0.080 0.132 0.183 0.221 0.236 0.226 0.193 0.147 0.099 0.057 0.027 0.010 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.010 0.027 0.057 0.099 0.147 0.193 0.226 0.236 0.221 0.183 0.132 0.080 0.039 0.013 0.002 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.017 0.038 0.070 0.113 0.161 0.206 0.236 0.243 0.220 0.172 0.111 0.054 0.016 0.001 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.010 0.023 0.046 0.081 0.126 0.177 0.225 0.257 0.258 0.221 0.152 0.071 0.014 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.005 0.013 0.027 0.051 0.089 0.140 0.200 0.258 0.295 0.287 0.213 0.087 0.005 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.005 0.013 0.027 0.052 0.093 0.155 0.236 0.325 0.384 0.329 0.099 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.009 0.020 0.042 0.086 0.167 0.314 0.569 0.895 11
12 0 0.886 0.540 0.282 0.142 0.069 0.032 0.014 0.006 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.107 0.341 0.377 0.301 0.206 0.127 0.071 0.037 0.017 0.008 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.006 0.099 0.230 0.292 0.283 0.232 0.168 0.109 0.064 0.034 0.016 0.007 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.017 0.085 0.172 0.236 0.258 0.240 0.195 0.142 0.092 0.054 0.028 0.012 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.002 0.021 0.068 0.133 0.194 0.231 0.237 0.213 0.170 0.121 0.076 0.042 0.020 0.008 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.0+ 0.004 0.019 0.053 0.103 0.158 0.204 0.227 0.222 0.193 0.149 0.101 0.059 0.029 0.011 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.004 0.016 0.040 0.079 0.128 0.177 0.212 0.226 0.212 0.177 0.128 0.079 0.040 0.016 0.004 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.011 0.029 0.059 0.101 0.149 0.193 0.222 0.227 0.204 0.158 0.103 0.053 0.019 0.004 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.020 0.042 0.076 0.121 0.170 0.213 0.237 0.231 0.194 0.133 0.068 0.021 0.002 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.012 0.028 0.054 0.092 0.142 0.195 0.240 0.258 0.236 0.172 0.085 0.017 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.016 0.034 0.064 0.109 0.168 0.232 0.283 0.292 0.230 0.099 0.006 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.008 0.017 0.037 0.071 0.127 0.206 0.301 0.377 0.341 0.107 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.014 0.032 0.069 0.142 0.282 0.540 0.886 12
13 0 0.878 0.513 0.254 0.121 0.055 0.024 0.010 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.115 0.351 0.367 0.277 0.179 0.103 0.054 0.026 0.011 0.004 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.007 0.111 0.245 0.294 0.268 0.206 0.139 0.084 0.045 0.022 0.010 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.021 0.100 0.190 0.246 0.252 0.218 0.165 0.111 0.066 0.035 0.016 0.006 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.003 0.028 0.084 0.154 0.210 0.234 0.222 0.184 0.135 0.087 0.050 0.024 0.010 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.0+ 0.006 0.027 0.069 0.126 0.180 0.215 0.221 0.199 0.157 0.109 0.066 0.034 0.014 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.023 0.056 0.103 0.155 0.197 0.217 0.209 0.177 0.131 0.083 0.044 0.019 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.019 0.044 0.083 0.131 0.177 0.209 0.217 0.197 0.155 0.103 0.056 0.023 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.014 0.034 0.066 0.109 0.157 0.199 0.221 0.215 0.180 0.126 0.069 0.027 0.006 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.024 0.050 0.087 0.135 0.184 0.222 0.234 0.210 0.154 0.084 0.028 0.003 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.016 0.035 0.066 0.111 0.165 0.218 0.252 0.246 0.190 0.100 0.021 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.010 0.022 0.045 0.084 0.139 0.206 0.268 0.294 0.245 0.111 0.007 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.004 0.011 0.026 0.054 0.103 0.179 0.277 0.367 0.351 0.115 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.010 0.024 0.055 0.121 0.254 0.513 0.878 13
14 0 0.869 0.488 0.229 0.103 0.044 0.018 0.007 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.123 0.359 0.356 0.254 0.154 0.083 0.041 0.018 0.007 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
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TABLA I (Continuacion)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

n
PROBABILIDADES BINOMIALES INDIVIDUALES b(z;n,p) = ( v peq" "
p
n T 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99 T
14 2 0.008 0.123 0.257 0.291 0.250 0.180 0.113 0.063 0.032 0.014 0.006 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
& 0.0+ 0.026 0.114 0.206 0.250 0.240 0.194 0.137 0.085 0.046 0.022 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.004 0.035 0.100 0.172 0.220 0.229 0.202 0.155 0.104 0.061 0.031 0.014 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.0+ 0.008 0.035 0.086 0.147 0.196 0.218 0.207 0.170 0.122 0.076 0.041 0.018 0.007 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.001 0.009 0.032 0.073 0.126 0.176 0.207 0.209 0.183 0.140 0.092 0.051 0.023 0.008 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.009 0.028 0.062 0.108 0.157 0.195 0.209 0.195 0.157 0.108 0.062 0.028 0.009 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.008 0.023 0.051 0.092 0.140 0.183 0.209 0.207 0.176 0.126 0.073 0.032 0.009 0.001 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.007 0.018 0.041 0.076 0.122 0.170 0.207 0.218 0.196 0.147 0.086 0.035 0.008 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.014 0.031 0.061 0.104 0.155 0.202 0.229 0.220 0.172 0.100 0.035 0.004 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.022 0.046 0.085 0.137 0.194 0.240 0.250 0.206 0.114 0.026 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.014 0.032 0.063 0.113 0.180 0.250 0.291 0.257 0.123 0.008 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.007 0.018 0.041 0.083 0.154 0.254 0.356 0.359 0.123 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.018 0.044 0.103 0.229 0.488 0.869 14
15 0 0.860 0.463 0.206 0.087 0.035 0.013 0.005 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.130 0.366 0.343 0.231 0.132 0.067 0.031 0.013 0.005 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.009 0.135 0.267 0.286 0.231 0.156 0.092 0.048 0.022 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.031 0.129 0.218 0.250 0.225 0.170 0.111 0.063 0.032 0.014 0.005 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.005 0.043 0.116 0.188 0.225 0.219 0.179 0.127 0.078 0.042 0.019 0.007 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.001 0.010 0.045 0.103 0.165 0.206 0.212 0.18 0.140 0.092 0.051 0.024 0.010 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.002 0.013 0.043 0.092 0.147 0.191 0.207 0.191 0.153 0.105 0.061 0.030 0.012 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.014 0.039 0.081 0.132 0.177 0.201 0.196 0.165 0.118 0.071 0.035 0.013 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.013 0.035 0.071 0.118 0.165 0.196 0.201 0.177 0.132 0.081 0.039 0.014 0.003 0.0+ 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.012 0.030 0.061 0.105 0.153 0.191 0.207 0.191 0.147 0.092 0.043 0.013 0.002 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.024 0.051 0.092 0.140 0.186 0.212 0.206 0.165 0.103 0.045 0.010 0.001 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.019 0.042 0.078 0.127 0.179 0.219 0.225 0.188 0.116 0.043 0.005 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.014 0.032 0.063 0.111 0.170 0.225 0.250 0.218 0.129 0.031 0.0+ 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.022 0.048 0.092 0.156 0.231 0.286 0.267 0.135 0.009 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.013 0.031 0.067 0.132 0.231 0.343 0.366 0.130 14
15 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.013 0.035 0.087 0.206 0.463 0.860 15
16 0 0.851 0.440 0.185 0.074 0.028 0.010 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.138 0.371 0.329 0.210 0.113 0.053 0.023 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.010 0.146 0.275 0.277 0.211 0.134 0.073 0.035 0.015 0.006 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.0+ 0.036 0.142 0.229 0.246 0.208 0.146 0.089 0.047 0.022 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.006 0.051 0.131 0.200 0.225 0.204 0.155 0.101 0.057 0.028 0.011 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.001 0.014 0.056 0.120 0.180 0.210 0.201 0.162 0.112 0.067 0.034 0.014 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.003 0.018 0.055 0.110 0.165 0.198 0.198 0.168 0.122 0.075 0.039 0.017 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
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TABLA I (Continuacion)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

n
PROBABILIDADES BINOMIALES INDIVIDUALES b(z;n,p) = ( v peq" "
p
n T 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99 T
16 7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.005 0.020 0.052 0.101 0.152 0.189 0.197 0.175 0.132 0.084 0.044 0.019 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.020 0.049 0.092 0.142 0.181 0.196 0.181 0.142 0.092 0.049 0.020 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.019 0.044 0.084 0.132 0.175 0.197 0.189 0.152 0.101 0.052 0.020 0.005 0.0+ 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.017 0.039 0.075 0.122 0.168 0.198 0.198 0.165 0.110 0.055 0.018 0.003 0.0+ 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.014 0.034 0.067 0.112 0.162 0.201 0.210 0.180 0.120 0.056 0.014 0.001 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.028 0.057 0.101 0.155 0.204 0.225 0.200 0.131 0.051 0.006 0.0+ 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.022 0.047 0.089 0.146 0.208 0.246 0.229 0.142 0.036 0.0+ 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.015 0.035 0.073 0.134 0.211 0.277 0.275 0.146 0.010 14
15 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.023 0.053 0.113 0.210 0.329 0.371 0.138 15
16 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.028 0.074 0.185 0.440 0.851 16
17 0 0.843 0.418 0.167 0.063 0.023 0.008 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.145 0.374 0.315 0.189 0.096 0.043 0.017 0.006 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.012 0.158 0.280 0.267 0.191 0.114 0.058 0.026 0.010 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.001 0.041 0.156 0.236 0.239 0.189 0.125 0.070 0.034 0.014 0.005 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 33
4 0.0+ 0.008 0.060 0.146 0.209 0.221 0.187 0.132 0.080 0.041 0.018 0.007 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.001 0.017 0.067 0.136 0.191 0.208 0.185 0.138 0.087 0.047 0.021 0.008 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.004 0.024 0.068 0.128 0.178 0.199 0.184 0.143 0.094 0.052 0.024 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.001 0.007 0.027 0.067 0.120 0.168 0.193 0.184 0.148 0.101 0.057 0.026 0.009 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.008 0.028 0.064 0.113 0.161 0.188 0.18 0.154 0.107 0.061 0.028 0.009 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.009 0.028 0.061 0.107 0.154 0.185 0.188 0.161 0.113 0.064 0.028 0.008 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.009 0.026 0.057 0.101 0.148 0.184 0.193 0.168 0.120 0.067 0.027 0.007 0.001 0.0+ 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.024 0.052 0.094 0.143 0.184 0.199 0.178 0.128 0.068 0.024 0.004 0.0+ 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.021 0.047 0.087 0.138 0.185 0.208 0.191 0.136 0.067 0.017 0.001 0.0+ 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.018 0.041 0.080 0.132 0.187 0.221 0.209 0.146 0.060 0.008 0.0+ 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.014 0.034 0.070 0.125 0.189 0.239 0.236 0.156 0.041 0.001L 14
15 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.010 0.026 0.058 0.114 0.191 0.267 0.280 0.158 0.012 15
16 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.017 0.043 0.096 0.189 0.315 0.374 0.145 16
17 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.023 0.063 0.167 0.418 0.843 17
18 0 0.835 0.397 0.150 0.054 0.018 0.006 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.152 0.376 0.300 0.170 0.081 0.034 0.013 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.013 0.168 0.284 0.256 0.172 0.096 0.046 0.019 0.007 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.001 0.047 0.168 0.241 0.230 0.170 0.105 0.055 0.025 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.009 0.070 0.159 0.215 0.213 0.168 0.110 0.061 0.029 0.012 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.001 0.022 0.079 0.151 0.199 0.202 0.166 0.115 0.067 0.033 0.013 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.005 0.030 0.082 0.144 0.187 0.194 0.166 0.118 0.071 0.035 0.015 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.001 0.009 0.035 0.082 0.138 0.179 0.189 0.166 0.121 0.074 0.037 0.015 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
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TABLA I (Continuacion)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

n
PROBABILIDADES BINOMIALES INDIVIDUALES b(z;n,p) = ( v peq" "
p
n T 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99 T
18 8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.012 0.038 0.081 0.133 0.173 0.186 0.167 0.125 0.077 0.038 0.015 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.014 0.039 0.079 0.128 0.169 0.185 0.169 0.128 0.079 0.039 0.014 0.003 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.015 0.038 0.077 0.125 0.167 0.186 0.173 0.133 0.081 0.038 0.012 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.015 0.037 0.074 0.121 0.166 0.189 0.179 0.138 0.082 0.035 0.009 0.001 0.0+ 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.015 0.035 0.071 0.118 0.166 0.194 0.187 0.144 0.082 0.030 0.005 0.0+ 0.0+ 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.013 0.033 0.067 0.115 0.166 0.202 0.199 0.151 0.079 0.022 0.001 0.0+ 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.012 0.029 0.061 0.110 0.168 0.213 0.215 0.159 0.070 0.009 0.0+ 14
15 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.025 0.055 0.105 0.170 0.230 0.241 0.168 0.047 0.001 15
16 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.019 0.046 0.096 0.172 0.256 0.284 0.168 0.013 16
17 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.013 0.034 0.081 0.170 0.300 0.376 0.152 17
18 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.018 0.054 0.150 0.397 0.835 18
19 0 0.826 0.377 0.135 0.046 0.014 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.159 0.377 0.285 0.153 0.068 0.027 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.014 0.179 0.285 0.243 0.154 0.080 0.036 0.014 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.001 0.053 0.180 0.243 0.218 0.152 0.087 0.042 0.017 0.006 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.011 0.080 0.171 0.218 0.202 0.149 0.091 0.047 0.020 0.007 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.002 0.027 0.091 0.164 0.202 0.192 0.147 0.093 0.050 0.022 0.008 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.007 0.037 0.095 0.157 0.192 0.184 0.145 0.095 0.052 0.023 0.008 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.001 0.012 0.044 0.097 0.153 0.184 0.180 0.144 0.096 0.053 0.024 0.008 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.017 0.049 0.098 0.149 0.180 0.177 0.144 0.097 0.053 0.023 0.008 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.020 0.051 0.098 0.146 0.177 0.176 0.145 0.098 0.053 0.022 0.007 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.007 0.022 0.053 0.098 0.145 0.176 0.177 0.146 0.098 0.051 0.020 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.008 0.023 0.053 0.097 0.144 0.177 0.180 0.149 0.098 0.049 0.017 0.003 0.0+ 0.0+ 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.008 0.024 0.053 0.096 0.144 0.180 0.184 0.153 0.097 0.044 0.012 0.001 0.0+ 0.0+ 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.023 0.052 0.095 0.145 0.184 0.192 0.157 0.095 0.037 0.007 0.0+ 0.0+ 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.022 0.050 0.093 0.147 0.192 0.202 0.164 0.091 0.027 0.002 0.0+ 14
15 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.020 0.047 0.091 0.149 0.202 0.218 0.171 0.080 0.011 0.0+ 15
16 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.017 0.042 0.087 0.152 0.218 0.243 0.180 0.053 0.001 16
17 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.014 0.036 0.080 0.154 0.243 0.28 0.179 0.014 17
18 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.027 0.068 0.153 0.285 0.377 0.159 18
19 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.014 0.046 0.135 0.377 0.826 19
20 0 0.818 0.358 0.122 0.039 0.012 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.165 0.377 0.270 0.137 0.058 0.021 0.007 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.016 0.189 0.285 0.229 0.137 0.067 0.028 0.010 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
3 0.001 0.060 0.190 0.243 0.205 0.134 0.072 0.032 0.012 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.013 0.090 0.182 0.218 0.190 0.130 0.074 0.035 0.014 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4

6V
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TABLA I (Continuacion)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

n .
PROBABILIDADES BINOMIALES INDIVIDUALES b(z;n,p) = ( v peq" "
p
n T 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99 T
20 5 0.0+ 0.002 0.032 0.103 0.175 0.202 0.179 0.127 0.075 0.036 0.015 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.009 0.045 0.109 0.169 0.192 0.171 0.124 0.075 0.037 0.015 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.002 0.016 0.055 0.112 0.164 0.184 0.166 0.122 0.074 0.037 0.015 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.005 0.022 0.061 0.114 0.161 0.180 0.162 0.120 0.073 0.035 0.014 0.004 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.007 0.027 0.065 0.116 0.160 0.177 0.160 0.119 0.071 0.034 0.012 0.003 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.010 0.031 0.069 0.117 0.159 0.176 0.159 0.117 0.069 0.031 0.010 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.012 0.034 0.071 0.119 0.160 0.177 0.160 0.116 0.065 0.027 0.007 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.014 0.035 0.073 0.120 0.162 0.180 0.161 0.114 0.061 0.022 0.005 0.0+ 0.0+ 0.0+ 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.015 0.037 0.074 0.122 0.166 0.184 0.164 0.112 0.055 0.016 0.002 0.0+ 0.0+ 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.015 0.037 0.075 0.124 0.171 0.192 0.169 0.109 0.045 0.009 0.0+ 0.0+ 14
15 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.015 0.036 0.075 0.127 0.179 0.202 0.175 0.103 0.032 0.002 0.0+ 15
16 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.014 0.035 0.074 0.130 0.190 0.218 0.182 0.090 0.013 0.0+ 16
17 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.012 0.032 0.072 0.134 0.205 0.243 0.190 0.060 0.001 17
18 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.028 0.067 0.137 0.229 0.285 0.189 0.016 18
19 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.007 0.021 0.058 0.137 0.270 0.377 0.165 19
20 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.012 0.039 0.122 0.358 0.818 20
21 0 0.810 0.341 0.109 0.033 0.009 0.002 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0
1 0.172 0.376 0.255 0.122 0.048 0.017 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 1
2 0.017 0.198 0.284 0.215 0.121 0.055 0.022 0.007 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 2
33 0.001 0.066 0.200 0.241 0.192 0.117 0.058 0.024 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 3
4 0.0+ 0.016 0.100 0.191 0.216 0.176 0.113 0.059 0.026 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 4
5 0.0+ 0.003 0.038 0.115 0.183 0.199 0.164 0.109 0.059 0.026 0.010 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 5
6 0.0+ 0.0+ 0.011 0.054 0.122 0.177 0.188 0.156 0.105 0.057 0.026 0.009 0.003 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 6
7 0.0+ 0.0+ 0.003 0.020 0.065 0.126 0.172 0.180 0.149 0.101 0.055 0.025 0.009 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 7
8 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.029 0.074 0.129 0.169 0.174 0.144 0.097 0.053 0.023 0.008 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.010 0.036 0.080 0.132 0.168 0.170 0.140 0.093 0.050 0.021 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 9
10 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.014 0.041 0.085 0.134 0.167 0.168 0.137 0.089 0.046 0.018 0.005 0.001 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 10
11 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.018 0.046 0.089 0.137 0.168 0.167 0.134 0.085 0.041 0.014 0.003 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 11
12 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.021 0.050 0.093 0.140 0.170 0.168 0.132 0.080 0.036 0.010 0.002 0.0+ 0.0+ 0.0+ 12
13 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.008 0.023 0.053 0.097 0.144 0.174 0.169 0.129 0.074 0.029 0.006 0.001 0.0+ 0.0+ 13
14 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.009 0.025 0.055 0.101 0.149 0.180 0.172 0.126 0.065 0.020 0.003 0.0+ 0.0+ 14
15 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.026 0.057 0.105 0.156 0.188 0.177 0.122 0.054 0.011 0.0+ 0.0+ 15
16 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.026 0.059 0.109 0.164 0.199 0.183 0.115 0.038 0.003 0.0+ 16
17 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.026 0.059 0.113 0.176 0.216 0.191 0.100 0.016 0.0+ 17
18 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.024 0.058 0.117 0.192 0.241 0.200 0.066 0.001 18
19 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.007 0.022 0.055 0.121 0.215 0.284 0.198 0.017 19
20 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.017 0.048 0.122 0.255 0.376 0.172 20
21 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.009 0.033 0.109 0.341 0.810 21

or-v
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PROBABILIDADES BINOMIALES ACUMULADAS

TABLA 11

> b(a;n,p)

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

0.80

0.85

0.90

0.95

0.99

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

N = O

W N = O

T W N~ O B W - O

DU W= O

O Uk W~ O

1.000
0.020
0.0+

1.000
0.030
0.0+
0.0+

1.000
0.039
0.001
0.0+
0.0+

1.000
0.049
0.001
0.0+
0.0+
0.0+

1.000
0.059
0.001
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+

1.000
0.068
0.002
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+

1.000
0.098
0.003

1.000
0.143
0.007
0.0+

1.000
0.185
0.014
0.0+
0.0+

1.000
0.226
0.023
0.001
0.0+
0.0+

1.000
0.265
0.033
0.002
0.0+
0.0+
0.0+

1.000
0.302
0.044
0.004
0.0+
0.0+
0.0+
0.0+

1.000
0.190
0.010

1.000
0.271
0.028
0.001

1.000
0.344
0.052
0.004
0.0+

1.000
0.410
0.081
0.009
0.0+
0.0+

1.000
0.469
0.114
0.016
0.001
0.0+

0.0+

1.000
0.522
0.150
0.026
0.003
0.0+
0.0+
0.0+

1.000
0.278
0.023

1.000
0.386
0.061
0.003

1.000
0.478
0.110
0.012
0.001

1.000
0.556
0.165
0.027
0.002
0.0+

1.000
0.623
0.224
0.047
0.006
0.0+

0.0+

1.000
0.679
0.283
0.074
0.012
0.001
0.0+

0.0+

1.000
0.360
0.040

1.000
0.488
0.104
0.008

1.000
0.590
0.181
0.027
0.002

1.000
0.672
0.263
0.058
0.007
0.0+

1.000
0.738
0.345
0.099
0.017
0.002
0.0+

1.000
0.790
0.423
0.148
0.033
0.005
0.0+
0.0+

1.000
0.438
0.062

1.000
0.578
0.156
0.016

1.000
0.684
0.262
0.051
0.004

1.000
0.763
0.367
0.104
0.016
0.001

1.000
0.822
0.466
0.169
0.038
0.005
0.0+

1.000
0.867
0.555
0.244
0.071
0.013
0.001
0.0+

1.000
0.510
0.090

1.000
0.657
0.216
0.027

1.000
0.760
0.348
0.084
0.008

1.000
0.832
0.472
0.163
0.031
0.002

1.000
0.882
0.580
0.256
0.070
0.011
0.001

1.000
0.918
0.671
0.353
0.126
0.029
0.004
0.0+

1.000
0.577
0.122

1.000
0.725
0.282
0.043

1.000
0.821
0.437
0.126
0.015

1.000
0.884
0.572
0.235
0.054
0.005

1.000
0.925
0.681
0.353
0.117
0.022
0.002

1.000
0.951
0.766
0.468
0.200
0.056
0.009
0.001

1.000
0.640
0.160

1.000
0.784
0.352
0.064

1.000
0.870
0.525
0.179
0.026

1.000
0.922
0.663
0.317
0.087
0.010

1.000
0.953
0.767
0.456
0.179
0.041
0.004

1.000
0.972
0.841
0.580
0.290
0.096
0.019
0.002

1.000
0.697
0.202

1.000
0.834
0.425
0.091

1.000
0.908
0.609
0.241
0.041

1.000
0.950
0.744
0.407
0.131
0.018

1.000
0.972
0.836
0.558
0.255
0.069
0.008

1.000
0.985
0.898
0.684
0.392
0.153
0.036
0.004

1.000
0.750
0.250

1.000
0.875
0.500
0.125

1.000
0.938
0.688
0.312
0.062

1.000
0.969
0.812
0.500
0.188
0.031

1.000
0.984
0.891
0.656
0.344
0.109
0.016

1.000
0.992
0.938
0.773
0.500
0.227
0.062
0.008

1.000
0.798
0.303

1.000
0.909
0.575
0.166

1.000
0.959
0.759
0.391
0.092

1.000
0.982
0.869
0.593
0.256
0.050

1.000
0.992
0.931
0.745
0.442
0.164
0.028

1.000
0.996
0.964
0.847
0.608
0.316
0.102
0.015

1.000
0.840
0.360

1.000
0.936
0.648
0.216

1.000
0.974
0.821
0.475
0.130

1.000
0.990
0.913
0.683
0.337
0.078

1.000
0.996
0.959
0.821
0.544
0.233
0.047

1.000
0.998
0.981
0.904
0.710
0.420
0.159
0.028

1.000
0.877
0.422

1.000
0.957
0.718
0.275

1.000
0.985
0.874
0.563
0.179

1.000
0.995
0.946
0.765
0.428
0.116

1.000
0.998
0.978
0.883
0.647
0.319
0.075

1.000
1—

0.991
0.944
0.800
0.532
0.234
0.049

1.000
0.910
0.490

1.000
0.973
0.784
0.343

1.000
0.992
0.916
0.652
0.240

1.000
0.998
0.969
0.837
0.528
0.168

1.000
1—

0.989
0.930
0.744
0.420
0.118

1.000
1—

0.996
0.971
0.874
0.647
0.329
0.082

1.000
0.938
0.562

1.000
0.984
0.844
0.422

1.000
0.996
0.949
0.738
0.316

1.000
1—

0.984
0.896
0.633
0.237

1.000
1—

0.995
0.962
0.831
0.534
0.178

1.000
1—

0.999
0.987
0.929
0.756
0.445
0.133

1.000
0.960
0.640

1.000
0.992
0.896
0.512

1.000
0.998
0.973
0.819
0.410

1.000
1—

0.993
0.942
0.737
0.328

1.000
1—

0.998
0.983
0.901
0.655
0.262

1.000
1—

1—

0.995
0.967
0.852
0.577
0.210

1.000
0.978
0.723

1.000
0.997
0.939
0.614

1.000
1—

0.988
0.890
0.522

1.000
1—

0.998
0.973
0.835
0.444

1.000
1—

1—

0.994
0.953
0.776
0.377

1.000
1—

1—

0.999
0.988
0.926
0.717
0.321

1.000
0.990
0.810

1.000
0.999
0.972
0.729

1.000
1—

0.996
0.948
0.656

1.000
1—
1—
0.991
0.919
0.590

1.000
1—

1—

0.999
0.984
0.886
0.531

1.000
1—
1=
1—
0.997
0.974
0.850
0.478

1.000
0.997
0.902

1.000
1—

0.993
0.857

1.000
1—
1—
0.986
0.815

1.000
1—
1—
0.999
0.977
0.774

1.000
1—
1—
1—
0.998
0.967
0.735

1.000
1—
1—
1—
1—
0.996
0.956
0.698

1.000
1—
0.980

1.000
1—
1—
0.970

1.000
1—
1—
1—
0.961

1.000
1—
1—
1—
1—
0.951

1.000
1—
1—
1—
1—
0.999
0.941

1.000
1—
1—
1—
1—
1—
0.998
0.932

N = O

w N = o
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TaBLA 1T (Continuacion)
PROBABILIDADES BINOMIALES ACUMULADAS

> b(a;n,p)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

p
n r 0.01 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 0.80 085 090 0.95 0.99 r
8 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.077 0.337 0.570 0.728 0.832 0.900 0.942 0.968 0.983 0.992 0.996 0.998 1— = = = = 1= = = = 1
2 0.003 0.057 0.187 0.343 0.497 0.633 0.745 0.831 0.894 0.937 0.965 0.982 0.991 0.996 0.999 1— 1—- 1—- 1—- 1- 1—- 2
3 | 0.0+ 0.006 0.038 0.105 0.203 0.321 0.448 0.572 0.685 0.780 0.855 0.912 0.950 0.975 0.989 0.996 0.999 1— = = = 3
4 0.0+ 0.0+ 0.005 0.021 0.056 0.114 0.194 0.294 0.406 0.523 0.637 0.740 0.826 0.894 0.942 0.973 0.990 0.997 1— 1— 1— 4
5 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.003 0.010 0.027 0.058 0.106 0.174 0.260 0.363 0.477 0.594 0.706 0.806 0.886 0.944 0.979 0.995 1— = 5
6 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.025 0.050 0.088 0.145 0.220 0.315 0.428 0.552 0.679 0.797 0.895 0.962 0.994 1— 6
7 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.009 0.018 0.035 0.063 0.106 0.169 0.255 0.367 0.503 0.657 0.813 0.943 0.997 | 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.004 0.008 0.017 0.032 0.058 0.100 0.168 0.272 0.430 0.663 0.923 8
9 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.086 0.370 0.613 0.768 0.866 0.925 0.960 0.979 0.990 0.995 0.998 1— 1—- 1—- 1—- 1- 1- 1— 1- 1- 1- 1
2 | 0.003 0.071 0.225 0.401 0.564 0.700 0.804 0.879 0.929 0.961 0.980 0.991 0.996 0.999 1-— = = = = = = 2
3 0.04 0.008 0.053 0.141 0.262 0.399 0.537 0.663 0.768 0.850 0.910 0.950 0.975 0.989 0.996 0.999 1— 1— 1— 1— 1— 3
4 | 0.04 0.001 0.008 0.034 0.086 0.166 0.270 0.391 0.517 0.639 0.746 0.834 0.901 0.946 0.975 0.990 0.997 1— = = = 4
5 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.020 0.049 0.099 0.172 0.267 0.379 0.500 0.621 0.733 0.828 0.901 0.951 0.980 0.994 1-— 1— 1- 5
6 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.025 0.054 0.099 0.166 0.254 0.361 0.483 0.609 0.730 0.834 0.914 0.966 0.992 1— = 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.025 0.050 0.090 0.150 0.232 0.337 0.463 0.601 0.738 0.859 0.947 0.992 1— 7
8 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.009 0.020 0.039 0.071 0.121 0.196 0.300 0.436 0.599 0.775 0.929 0.997 | 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.04 0.001 0.002 0.005 0.010 0.021 0.040 0.075 0.134 0.232 0.387 0.630 0.914 9
10 O 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.096 0.401 0.651 0.803 0.893 0.944 0.972 0.987 0.994 0.997 1— 1— 1— 1— 1— 1—- 1- 1- 1- 1- 1— 1
2 | 0.004 0.086 0.264 0.456 0.624 0.756 0.851 0.914 0.954 0.977 0.989 0.995 0.998 1— = = = = Il= Il= Il= 2
3 0.0+ 0.012 0.070 0.180 0.322 0.474 0.617 0.738 0.833 0.900 0.945 0.973 0.988 0.995 0.998 1— 1—- 1- 1— 1— 1— 3
4 | 0.04 0.001 0.013 0.050 0.121 0.224 0.350 0.486 0.618 0.734 0.828 0.898 0.945 0.974 0.989 0.996 1— 1= = = = 4
5 0.0+ 0.0+ 0.002 0.010 0.033 0.078 0.150 0.249 0.367 0.496 0.623 0.738 0.834 0.905 0.953 0.980 0.994 0.999 1-— 1- 1— 5
6 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.020 0.047 0.095 0.166 0.262 0.377 0.504 0.633 0.751 0.850 0.922 0.967 0.990 0.998 1— = 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.026 0.055 0.102 0.172 0.266 0.382 0.514 0.650 0.776 0.879 0.950 0.987 0.999 1— 7
8 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.012 0.027 0.055 0.100 0.167 0.262 0.383 0.526 0.678 0.820 0.930 0.988 1— 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.005 0.011 0.023 0.046 0.086 0.149 0.244 0.376 0.544 0.736 0.914 0.996 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.006 0.013 0.028 0.056 0.107 0.197 0.349 0.599 0.904 | 10
11 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.105 0.431 0.686 0.833 0.914 0.958 0.980 0.991 0.996 0.999 1-— = 1= = = = = = = = = 1
2 0.005 0.102 0.303 0.508 0.678 0.803 0.887 0.939 0.970 0.986 0.994 0.998 1— 1—- 1—- 1—- 1—- 1—- 1—- 1— 1—- 2
3 | 0.0+ 0.015 0.090 0.221 0.383 0.545 0.687 0.800 0.881 0.935 0.967 0.985 0.994 0.998 1— 1= 1= 1= Il= Il= Il= 3
4 0.0+ 0.002 0.019 0.069 0.161 0.287 0.430 0.574 0.704 0.809 0.887 0.939 0.971 0.988 0.996 0.999 1— 1- 1- 1- 1- 4
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TaBLA 1T (Continuacion)
PROBABILIDADES BINOMIALES ACUMULADAS

> b(a;n,p)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

p
n r 0.01 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 0.80 085 090 0.95 0.99 r
11 5 0.0+ 0.0+ 0.003 0.016 0.050 0.115 0.210 0.332 0.467 0.603 0.726 0.826 0.901 0.950 0.978 0.992 0.998 1— 1— 1- 1- 5
6 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.003 0.012 0.034 0.078 0.149 0.247 0.367 0.500 0.633 0.753 0.851 0.922 0.966 0.988 0.997 1— = = 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.008 0.022 0.050 0.099 0.174 0.274 0.397 0.533 0.668 0.790 0.885 0.950 0.984 0.997 1— 1—- 7
8 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.012 0.029 0.061 0.113 0.191 0.296 0.426 0.570 0.713 0.839 0.931 0.981 0.998 1— 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.015 0.033 0.065 0.119 0.200 0.313 0.455 0.617 0.779 0.910 0.985 1— 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.014 0.030 0.061 0.113 0.197 0.322 0.492 0.697 0.898 0.995 | 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.009 0.020 0.042 0.086 0.167 0.314 0.569 0.895 | 11
12 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.114 0.460 0.718 0.858 0.931 0.968 0.986 0.994 0.998 1— 1— 1—- 1—- 1- 1- 1- 1—- 1- 1—- 1—- 1—- 1
2 | 0.006 0.118 0.341 0.557 0.725 0.842 0.915 0.958 0.980 0.992 0.997 0.999 1— = 1= = = = = = 1— 2
3 0.0+ 0.020 0.111 0.264 0.442 0.609 0.747 0.849 0.917 0.958 0.981 0.992 0.997 1— 1—- 1—- 1—- 1- 1— 1— 1— 3
4 | 0.04 0.002 0.026 0.092 0.205 0.351 0.507 0.653 0.775 0.866 0.927 0.964 0.985 0.994 0.998 1— = = = = = 4
5 0.0+ 0.0+ 0.004 0.024 0.073 0.158 0.276 0.417 0.562 0.696 0.806 0.888 0.943 0.974 0.991 0.997 1— 1— 1— 1— 1— 5
6 | 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.019 0.054 0.118 0.213 0.335 0.473 0.613 0.739 0.842 0.915 0.961 0.986 0.996 1— = = = 6
7 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.014 0.039 0.085 0.158 0.261 0.387 0.527 0.665 0.787 0.882 0.946 0.981 0.995 1-— 1— 1- 7
8 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.026 0.057 0.112 0.194 0.304 0.438 0.583 0.724 0.842 0.927 0.976 0.996 1— = 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.015 0.036 0.073 0.134 0.225 0.347 0.493 0.649 0.795 0.908 0.974 0.998 1— 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.008 0.019 0.042 0.083 0.151 0.253 0.391 0.558 0.736 0.889 0.980 1-— 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.008 0.020 0.042 0.085 0.158 0.275 0.443 0.659 0.882 0.994 | 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.014 0.032 0.069 0.142 0.282 0.540 0.886 | 12
13 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.122 0.487 0.746 0.879 0.945 0.976 0.990 0.996 0.999 1-— = = = = = = = 1— 1— 1— 1— 1
2 0.007 0.135 0.379 0.602 0.766 0.873 0.936 0.970 0.987 0.995 0.998 1— 1—- 1- 1- 1—- 1—- 1- 1— 1— 1— 2
3 | 0.0+ 0.025 0.134 0.308 0.498 0.667 0.798 0.887 0.942 0.973 0.989 0.996 0.999 1— 1= 1= = 1= = = = 3
4 0.04 0.003 0.034 0.118 0.253 0.416 0.579 0.722 0.831 0.907 0.954 0.980 0.992 0.997 1-— 1—- 1—- 1— 1- 1- 1— 4
5 | 0.04 0.0+ 0.006 0.034 0.099 0.206 0.346 0.499 0.647 0.772 0.867 0.930 0.968 0.987 0.996 1— = = = = = 5
6 0.0+ 0.0+ 0.001 0.008 0.030 0.080 0.165 0.284 0.426 0.573 0.709 0.821 0.902 0.954 0.982 0.994 0.999 1— 1— 1— 1— 6
7 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.007 0.024 0.062 0.129 0.229 0.356 0.500 0.644 0.771 0.871 0.938 0.976 0.993 0.999 1— = = 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.018 0.046 0.098 0.179 0.291 0.427 0.574 0.716 0.835 0.920 0.970 0.992 1-— 1— 1- 8
9 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.013 0.032 0.070 0.133 0.228 0.353 0.501 0.654 0.794 0.901 0.966 0.994 1— = 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.008 0.020 0.046 0.093 0.169 0.278 0.421 0.584 0.747 0.882 0.966 0.997 1— 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.027 0.058 0.113 0.202 0.333 0.502 0.692 0.866 0.975 1— 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.005 0.013 0.030 0.064 0.127 0.234 0.398 0.621 0.865 0.993 | 12
13 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.010 0.024 0.055 0.121 0.254 0.513 0.878 | 13
14 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.131 0.512 0.771 0.897 0.956 0.982 0.993 0.998 1— = il= = = = 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1

ey
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TaBLA 1T (Continuacion)
PROBABILIDADES BINOMIALES ACUMULADAS

> b(a;n,p)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

p
n r 0.01 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 0.80 085 090 0.95 0.99 r
14 2 0.008 0.153 0.415 0.643 0.802 0.899 0.953 0.979 0.992 0.997 1— 1- 1- 1- 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 2
3 | 0.0+ 0.030 0.158 0.352 0.552 0.719 0.839 0.916 0.960 0.983 0.994 0.998 1— = = = = 1= = = = 3
4 0.0+ 0.004 0.044 0.147 0.302 0.479 0.645 0.780 0.876 0.937 0.971 0.989 0.996 0.999 1-— 1—- 1—- 1—- 1—- 1- 1—- 4
5 | 0.0+ 0.0+ 0.009 0.047 0.130 0.258 0.416 0.577 0.721 0.833 0.910 0.957 0.982 0.994 0.998 1— 1= 1= = = = 5
6 0.0+ 0.0+ 0.001 0.012 0.044 0.112 0.219 0.359 0.514 0.663 0.788 0.881 0.942 0.976 0.992 0.998 1— 1— 1— 1— 1— 6
7 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.012 0.038 0.093 0.184 0.308 0.454 0.605 0.741 0.850 0.925 0.969 0.990 0.998 1— = = = 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.010 0.031 0.075 0.150 0.259 0.395 0.546 0.692 0.816 0.907 0.962 0.988 0.998 1— 1—- 1—- 8
9 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.008 0.024 0.058 0.119 0.212 0.337 0.486 0.641 0.781 0.888 0.956 0.988 0.999 1— = 9
10 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.018 0.043 0.090 0.167 0.279 0.423 0.584 0.742 0.870 0.953 0.991 1— 1— 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.029 0.063 0.124 0.220 0.355 0.521 0.698 0.853 0.956 0.996 1— 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.006 0.017 0.040 0.084 0.161 0.281 0.448 0.648 0.842 0.970 1— 12
13 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.008 0.021 0.047 0.101 0.198 0.357 0.585 0.847 0.992 | 13
14 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.018 0.044 0.103 0.229 0.488 0.869 | 14
15 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.140 0.537 0.794 0.913 0.965 0.987 0.995 0.998 1-— 1- 1- 1- 1— 1— 1— 1— 1—- 1— 1— 1— 1— 1
2 | 0.010 0.171 0.451 0.681 0.833 0.920 0.965 0.986 0.995 0.998 1— 1= = = = = = 1= = = = 2
3 0.0+ 0.036 0.184 0.396 0.602 0.764 0.873 0.938 0.973 0.989 0.996 0.999 1— 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1—- 1- 3
4 | 0.04 0.005 0.056 0.177 0.352 0.539 0.703 0.827 0.909 0.958 0.982 0.994 0.998 1— 1= = = 1— 1— 1— 1— 4
5 0.04 0.001 0.013 0.062 0.164 0.314 0.485 0.648 0.783 0.880 0.941 0.975 0.991 0.997 1-— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 5
6 | 0.0+ 0.0+ 0.002 0.017 0.061 0.148 0.278 0.436 0.597 0.739 0.849 0.923 0.966 0.988 0.996 1— 1= 1= = = = 6
7 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.004 0.018 0.057 0.131 0.245 0.390 0.548 0.696 0.818 0.905 0.958 0.985 0.996 1— 1—- 1— 1—- 1—- 7
8 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.017 0.050 0.113 0.213 0.346 0.500 0.654 0.787 0.887 0.950 0.983 0.996 1— = = = 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.015 0.042 0.095 0.182 0.304 0.452 0.610 0.755 0.869 0.943 0.982 0.996 1— 1- 1— 9
10 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.012 0.034 0.077 0.151 0.261 0.403 0.564 0.722 0.852 0.939 0.983 0.998 1— = 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.025 0.059 0.120 0.217 0.352 0.515 0.686 0.836 0.938 0.987 1— 1— 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.018 0.042 0.091 0.173 0.297 0.461 0.648 0.823 0.944 0.995 1— 12
13 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.04 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.011 0.027 0.062 0.127 0.236 0.398 0.604 0.816 0.964 1— 13
14 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.014 0.035 0.080 0.167 0.319 0.549 0.829 0.990 | 14
15 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.013 0.035 0.087 0.206 0.463 0.860 | 15
16 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.149 0.560 0.815 0.926 0.972 0.990 0.997 0.999 1-— 1—- 1—- 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1—- 1—- 1—- 1
2 | 0.011 0.189 0485 0.716 0.859 0.937 0.974 0.990 0.997 1— = 1= 1= = = = 1— 1— 1— 1— 1— 2
3 0.001 0.043 0.211 0.439 0.648 0.803 0.901 0.955 0.982 0.993 0.998 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 3
4 | 0.0+ 0.007 0.068 0.210 0.402 0.595 0.754 0.866 0.935 0.972 0.989 0.997 1— 1= 1= = = = = = = 4
5 0.04+ 0.001 0.017 0.079 0.202 0.370 0.550 0.711 0.833 0.915 0.962 0.985 0.995 0.999 1— 1- 1- 1- 1— 1- 1— 5
6 | 0.04 0.0+ 0.003 0.024 0.082 0.190 0.340 0.510 0.671 0.802 0.895 0.951 0.981 0.994 0.998 1— 1= 1= = = = 6
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TaBLA 1T (Continuacion)
PROBABILIDADES BINOMIALES ACUMULADAS

> b(a;n,p)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

p
n r 0.01 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 0.80 085 090 0.95 0.99 r
16 7 | 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.027 0.080 0.175 0.312 0.473 0.634 0.773 0.876 0.942 0.977 0.993 0.998 1— 1- 1— 1- 1- 7
8 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.001 0.007 0.027 0.074 0.159 0.284 0.437 0.598 0.744 0.858 0.933 0.974 0.993 0.999 1-— = = = 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.007 0.026 0.067 0.142 0.256 0.402 0.563 0.716 0.841 0.926 0.973 0.993 0.999 1— 1- 1—- 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.007 0.023 0.058 0.124 0.227 0.366 0.527 0.688 0.825 0.920 0.973 0.994 1— = = 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.019 0.049 0.105 0.198 0.329 0.490 0.660 0.810 0.918 0.976 0.997 1— 1— 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.015 0.038 0.085 0.167 0.289 0.450 0.630 0.798 0.921 0.983 1— = 12
13 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.011 0.028 0.065 0.134 0.246 0.405 0.598 0.790 0.932 0.993 1-— 13
14 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.018 0.045 0.099 0.197 0.352 0.561 0.789 0.957 1— 14
15 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.026 0.063 0.141 0.284 0.515 0.811 0.989 | 15
16 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.028 0.074 0.185 0.440 0.851 | 16
17 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.157 0.582 0.833 0.937 0.977 0.992 0.998 1— = = = = = = = = = = = = = 1
2 0.012 0.208 0.518 0.748 0.882 0.950 0.981 0.993 0.998 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 2
3 | 0.001 0.050 0.238 0.480 0.690 0.836 0.923 0.967 0.988 0.996 0.999 1— 1= 1= 1= 1= 1= = = = 1= 3
4 0.04 0.009 0.083 0.244 0.451 0.647 0.798 0.897 0.954 0.982 0.994 0.998 1— 1- 1- 1— 1— 1— 1— 1— 1— 4
5 | 0.0+ 0.001 0.022 0.099 0.242 0.426 0.611 0.765 0.874 0.940 0.975 0.991 0.997 1— = = = 1= = = = 5
6 0.0+ 0.0+ 0.005 0.032 0.106 0.235 0.403 0.580 0.736 0.853 0.928 0.970 0.989 0.997 1-— 1- 1- 1- 1- 1—- 1- 6
7 | 0.0+ 0.0+ 0.001 0.008 0.038 0.107 0.225 0.381 0.552 0.710 0.834 0.917 0.965 0.988 0.997 1— 1= 1= = = = 7
8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.011 0.040 0.105 0.213 0.359 0.526 0.685 0.817 0.908 0.962 0.987 0.997 1— 1— 1— 1— 1— 8
9 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.012 0.040 0.099 0.199 0.337 0.500 0.663 0.801 0.901 0.960 0.988 0.997 1— = = = 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.013 0.038 0.092 0.183 0.315 0.474 0.641 0.787 0.895 0.960 0.989 0.998 1— 1—- 1—- 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.012 0.035 0.083 0.166 0.290 0.448 0.619 0.775 0.893 0.962 0.992 1— = = 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.011 0.030 0.072 0.147 0.264 0.420 0.597 0.765 0.894 0.968 0.995 1— 1— 12
13 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.009 0.025 0.060 0.126 0.235 0.389 0.574 0.758 0.901 0.978 0.999 1— 13
14 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.018 0.046 0.103 0.202 0.353 0.549 0.756 0.917 0.991 1— 14
15 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.012 0.033 0.077 0.164 0.310 0.520 0.762 0.950 1-— 15
16 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.007 0.019 0.050 0.118 0.252 0.482 0.792 0.988 | 16
17 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.023 0.063 0.167 0.418 0.843 | 17
18 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.165 0.603 0.850 0.946 0.982 0.994 0.998 1— = = = 1= = = = = = = = = = 1
2 0.014 0.226 0.550 0.776 0.901 0.961 0.986 0.995 0.999 1— 1—- 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1—- 1—- 1—- 2
3 | 0.001 0.058 0.266 0.520 0.729 0.865 0.940 0.976 0.992 0.997 1— 1= 1= 1= 1= = = = 1— 1— 1— 3
4 0.04 0.011 0.098 0.280 0.499 0.694 0.835 0.922 0.967 0.988 0.996 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1- 1- 1- 4
5 | 0.0+ 0.002 0.028 0.121 0.284 0.481 0.667 0.811 0.906 0.959 0.985 0.995 0.999 1— 1= 1= 1= 1= = = = 5
6 0.0+ 0.0+ 0.006 0.042 0.133 0.283 0.466 0.645 0.791 0.892 0.952 0.982 0.994 0.999 1-— 1- 1- 1- 1— 1- 1— 6
7 | 0.04 0.0+ 0.001 0.012 0.051 0.139 0.278 0.451 0.626 0.774 0.881 0.946 0.980 0.994 0.999 1— 1= 1= = = = 7
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TaBLA 1T (Continuacion)
PROBABILIDADES BINOMIALES ACUMULADAS

> b(a;n,p)

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

p
n r 0.01 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 0.80 085 090 0.95 0.99 r
8 8 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.016 0.057 0.141 0.272 0.437 0.609 0.760 0.872 0.942 0.979 0.994 0.999 1-— 1- 1— 1- 1- 8
9 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.019 0.060 0.139 0.263 0.422 0.593 0.747 0.865 0.940 0.979 0.995 1— 1= = = = 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.04 0.001 0.005 0.021 0.060 0.135 0.253 0.407 0.578 0.737 0.861 0.940 0.981 0.996 1— 1—- 1- 1—- 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.021 0.058 0.128 0.240 0.391 0.563 0.728 0.859 0.943 0.984 0.997 1— = = 11
12 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.020 0.054 0.119 0.226 0.374 0.549 0.722 0.861 0.949 0.988 0.999 1— 1— 12
13 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.018 0.048 0.108 0.209 0.355 0.534 0.717 0.867 0.958 0.994 1— = 13
14 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.015 0.041 0.094 0.189 0.333 0.519 0.716 0.879 0.972 0.998 1-— 14
15 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.012 0.033 0.078 0.165 0.306 0.501 0.720 0.902 0.989 1— 15
16 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.008 0.024 0.060 0.135 0.271 0.480 0.734 0.942 1-— 16
17 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.014 0.039 0.099 0.224 0.450 0.774 0.986 | 17
18 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.018 0.054 0.150 0.397 0.835 | 18
19 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.174 0.623 0.865 0.954 0.986 0.996 0.999 1— 1— 1— 1— 1- 1- 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1
2 | 0.015 0.245 0.580 0.802 0.917 0.969 0.990 0.997 1-— = = 1= = = 11— 11— 11— 11— 1= 1= 1= 2
3 0.001 0.067 0.295 0.559 0.763 0.889 0.954 0.983 0.995 0.998 1— 1- 1- 1- 1- 1— 1— 1— 1— 1— 1— 3
4 | 0.04 0.013 0.115 0.316 0.545 0.737 0.867 0.941 0.977 0.992 0.998 1— = = = = = 1= = = = 4
5 0.04 0.002 0.035 0.144 0.327 0.535 0.718 0.850 0.930 0.972 0.990 0.997 1-— 1- 1- 1- 1- 1- 1- 1—- 1- 5
6 | 0.04 0.0+ 0.009 0.054 0.163 0.332 0.526 0.703 0.837 0.922 0.968 0.989 0.997 1— 1= 1= 1= 1= Il= Il= Il= 6
7 | 0.0+ 0.0+ 0.002 0.016 0.068 0.175 0.334 0.519 0.692 0.827 0.916 0.966 0.988 0.997 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1- 7
8 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.004 0.023 0.077 0.182 0.334 0.512 0.683 0.820 0.913 0.965 0.989 0.997 1— 1= 1= = = = 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.007 0.029 0.084 0.185 0.333 0.506 0.676 0.816 0.912 0.965 0.989 0.998 1— 1—- 1— 1—- 1—- 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.009 0.033 0.087 0.186 0.329 0.500 0.671 0.814 0.913 0.967 0.991 0.998 1— = = = 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.011 0.035 0.088 0.184 0.324 0.494 0.667 0.815 0.916 0.971 0.993 1-— 1— 1- 1- 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.011 0.035 0.087 0.180 0.317 0.488 0.666 0.818 0.923 0.977 0.996 1— = = 12
13 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.012 0.034 0.084 0.173 0.308 0.481 0.666 0.825 0.932 0.984 0.998 1— 1— 13
14 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.011 0.032 0.078 0.163 0.297 0.474 0.668 0.837 0.946 0.991 1— = 14
15 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.04 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.028 0.070 0.150 0.282 0.465 0.673 0.856 0.965 0.998 1— 15
16 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.023 0.059 0.133 0.263 0.455 0.684 0.885 0.987 1— 16
17 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.005 0.017 0.046 0.111 0.237 0.441 0.705 0.933 1— 17
18 | 0.04- 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+4 0.0+ 0.001 0.003 0.010 0.031 0.083 0.198 0.420 0.755 0.985 | 18
19 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.014 0.046 0.135 0.377 0.826 | 19
20 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.182 0.642 0.878 0.961 0.988 0.997 1— 1— 1— 1- 1- 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1
2 | 0.017 0.264 0.608 0.824 0.931 0.976 0.992 0.998 1-— = = = = = = = = = = = = 2
3 0.001 0.075 0.323 0.595 0.794 0.909 0.965 0.988 0.996 1— 1- 1- 1- 1- 1— 1— 1—- 1— 1— 1— 1— 3
4 | 0.04 0.016 0.133 0.352 0.589 0.775 0.893 0.956 0.984 0.995 0.999 1— 1= 1= = 1— 1— 1— 1— 1— 1— 4
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600g OuANEH ]

TaBLA 1T (Continuacion)
PROBABILIDADES BINOMIALES ACUMULADAS

> b(a;n,p)

p
n r 0.01 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 0.80 085 090 0.95 0.99 r
20 5 0.04+ 0.003 0.043 0.170 0.370 0.585 0.762 0.882 0.949 0.981 0.994 0.998 1— 1- 1- 1- 1- 1— 1— 1— 1— 5
6 | 0.04 0.0+ 0.011 0.067 0.196 0.383 0.584 0.755 0.874 0.945 0.979 0.994 0.998 1— = = = 1= = = = 6
7 0.0+ 0.0+ 0.002 0.022 0.087 0.214 0.392 0.583 0.750 0.870 0.942 0.979 0.994 0.998 1— 1—- 1—- 1—- 1—- 1- 1—- 7
8 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.006 0.032 0.102 0.228 0.399 0.584 0.748 0.868 0.942 0.979 0.994 0.999 1-— 1= 1= = = = 8
9 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.010 0.041 0.113 0.238 0.404 0.586 0.748 0.869 0.943 0.980 0.995 1— 1— 1— 1— 1— 1— 9
10 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.003 0.014 0.048 0.122 0.245 0.409 0.588 0.751 0.872 0.947 0.983 0.996 1— 1= = = = 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.017 0.0563 0.128 0.249 0.412 0.591 0.755 0.878 0.952 0.986 0.997 1— 1— 1—- 1—- 11
12 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.020 0.057 0.131 0.252 0.414 0.596 0.762 0.887 0.959 0.990 0.999 1— = = 12
13 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.021 0.058 0.132 0.252 0.416 0.601 0.772 0.898 0.968 0.994 1— 1— 1— 13
14 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.021 0.058 0.130 0.250 0.417 0.608 0.786 0.913 0.978 0.998 1— = 14
15 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.021 0.055 0.126 0.245 0.416 0.617 0.804 0.933 0.989 1— 1— 15
16 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.006 0.019 0.051 0.118 0.238 0.415 0.630 0.830 0.957 0.997 1-— 16
17 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.005 0.016 0.044 0.107 0.225 0.411 0.648 0.867 0.984 1— 17
18 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.012 0.035 0.091 0.206 0.405 0.677 0.925 0.999 | 18
19 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.008 0.024 0.069 0.176 0.392 0.736 0.983 | 19
20 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.012 0.039 0.122 0.358 0.818 | 20
21 0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
1 0.190 0.659 0.891 0.967 0.991 0.998 1— = = = = = 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1
2 0.019 0.283 0.635 0.845 0.942 0.981 0.994 0.999 1-— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 1— 2
3 | 0.001 0.085 0.352 0.630 0.821 0.925 0.973 0.991 0.998 1— = 1= 1= 1= 1= = = = = = = 3
4 0.0+ 0.019 0.152 0.389 0.630 0.808 0.914 0.967 0.989 0.997 1— 1—- 1—- 1—- 1—- 1—- 1—- 1—- 1— 1—- 1—- 4
5 | 0.0+ 0.003 0.052 0.197 0.414 0.633 0.802 0.908 0.963 0.987 0.996 1— 1= 1= 1= 1= 1= 1= = 1— 1— 5
6 0.0+ 0.0+ 0.014 0.083 0.231 0.433 0.637 0.799 0.904 0.961 0.987 0.996 1— 1- 1- 1- 1- 1—- 1— 1- 1— 6
7 | 0.04 0.0+ 0.003 0.029 0.109 0.256 0.449 0.643 0.800 0.904 0.961 0.987 0.996 1— = = = = = = = 7
8 0.0+ 0.0+ 0.001 0.008 0.043 0.130 0.277 0.464 0.650 0.803 0.905 0.962 0.988 0.997 1— 1— 1— 1- 1— 1— 1— 8
9 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.014 0.056 0.148 0.294 0.476 0.659 0.808 0.909 0.965 0.989 0.998 1— = = = = = 9
10 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.004 0.021 0.068 0.162 0.309 0.488 0.668 0.816 0.915 0.969 0.991 0.998 1— 1—- 1— 1— 1— 10
11 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.026 0.077 0.174 0.321 0.500 0.679 0.826 0.923 0.974 0.994 1— 1= = = = 11
12 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.009 0.031 0.085 0.184 0.332 0.512 0.691 0.838 0.932 0.979 0.996 1— 1—- 1—- 1—- 12
13 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.002 0.011 0.035 0.091 0.192 0.341 0.524 0.706 0.852 0.944 0.986 0.998 1— = = 13
14 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.012 0.038 0.095 0.197 0.350 0.536 0.723 0.870 0.957 0.992 1— 1— 1— 14
15 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.013 0.039 0.096 0.200 0.357 0.551 0.744 0.891 0.971 0.997 1— = 15
16 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.013 0.039 0.096 0.201 0.363 0.567 0.769 0.917 0.986 1— 1- 16
17 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.004 0.013 0.037 0.092 0.198 0.367 0.586 0.803 0.948 0.997 1— 17
18 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.003 0.011 0.033 0.086 0.192 0.370 0.611 0.848 0.981 1— 18
19 | 0.04 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.009 0.027 0.075 0.179 0.370 0.648 0.915 0.999 | 19
20 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.006 0.019 0.058 0.155 0.365 0.717 0.981 | 20
21 | 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+4 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.0+ 0.001 0.002 0.009 0.033 0.109 0.341 0.810 | 21
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TaBLA III L
) — -
PROBABILIDADES ACUMULADAS DE POISSON P(a;A) = Z €
r=0
x T
A 0 1 2 3 4 5 6 A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0.01 | 0.990 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.10 | 0.333 0.699 0.900 0.974 0.995 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.02 | 0.980 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.20 | 0.301 0.663 0.879 0.966 0.992 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.03 | 0.970 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.30 | 0.273 0.627 0.857 0.957 0.989 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.04 | 0.961 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.40 | 0.247 0.592 0.833 0.946 0.986 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.05 | 0.951 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.50 | 0.223 0.558 0.809 0.934 0.981 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.06 | 0.942 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.60 | 0.202 0.525 0.783 0.921 0.976 0.994 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.07 | 0.932 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.70 | 0.183 0.493 0.757 0.907 0.970 0.992 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.08 | 0.923 0.997 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.80 | 0.165 0.463 0.731 0.891 0.964 0.990 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.09 | 0.914 0.996 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 1.90 | 0.150 0.434 0.704 0.875 0.956 0.987 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.10 | 0.905 0.995 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.00 | 0.135 0.406 0.677 0.857 0.947 0.983 0.995 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.11 | 0.896 0.994 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.10 | 0.122 0.380 0.650 0.839 0.938 0.980 0.994 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.12 | 0.887 0.993 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.20 | 0.111 0.355 0.623 0.819 0.928 0.975 0.993 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.13 | 0.878 0.992 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.30 | 0.100 0.331 0.596 0.799 0.916 0.970 0.991 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.14 | 0.869 0.991 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.40 | 0.091 0.308 0.570 0.779 0.904 0.964 0.988 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.15 | 0.861 0.990 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.50 | 0.082 0.287 0.544 0.758 0.891 0.958 0.986 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.16 | 0.852 0.988 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.60 | 0.074 0.267 0.518 0.736 0.877 0.951 0.983 0.995 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.17 | 0.844 0.987 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.70 | 0.067 0.249 0.494 0.714 0.863 0.943 0.979 0.993 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.18 | 0.835 0.986 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.80 | 0.061 0.231 0.469 0.692 0.848 0.935 0.976 0.992 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.19 | 0.827 0.984 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 || 2.90 | 0.055 0.215 0.446 0.670 0.832 0.926 0.971 0.990 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.20 | 0.819 0.982 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 || 3.00 | 0.050 0.199 0.423 0.647 0.815 0.916 0.966 0.988 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.25 | 0.779 0.974 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 || 3.20 | 0.041 0.171 0.380 0.603 0.781 0.895 0.955 0.983 0.994 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.30 | 0.741 0.963 0.996 1.000 1.000 1.000 1.000 || 3.30 | 0.037 0.159 0.359 0.580 0.763 0.883 0.949 0.980 0.993 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.35 | 0.705 0.951 0.994 1.000 1.000 1.000 1.000 || 3.40 | 0.033 0.147 0.340 0.558 0.744 0.871 0.942 0.977 0.992 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.40 | 0.670 0.938 0.992 0.999 1.000 1.000 1.000 || 3.50 | 0.030 0.136 0.321 0.537 0.725 0.858 0.935 0.973 0.990 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.45 | 0.638 0.925 0.989 0.999 1.000 1.000 1.000 || 3.60 | 0.027 0.126 0.303 0.515 0.706 0.844 0.927 0.969 0.988 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.50 | 0.607 0.910 0.986 0.998 1.000 1.000 1.000 || 3.70 | 0.025 0.116 0.285 0.494 0.687 0.830 0.918 0.965 0.986 0.995 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.55 | 0.577 0.894 0.982 0.998 1.000 1.000 1.000 || 3.80 | 0.022 0.107 0.269 0.473 0.668 0.816 0.909 0.960 0.984 0.994 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.60 | 0.549 0.878 0.977 0.997 1.000 1.000 1.000 || 3.90 | 0.020 0.099 0.253 0.453 0.648 0.801 0.899 0.955 0.981 0.993 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.65 | 0.522 0.861 0.972 0.996 0.999 1.000 1.000 || 4.00 | 0.018 0.092 0.238 0.433 0.629 0.785 0.889 0.949 0.979 0.992 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.70 | 0.497 0.844 0.966 0.994 0.999 1.000 1.000 || 4.10 | 0.017 0.085 0.224 0.414 0.609 0.769 0.879 0.943 0.976 0.990 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.75 | 0.472 0.827 0.959 0.993 0.999 1.000 1.000 || 4.20 | 0.015 0.078 0.210 0.395 0.590 0.753 0.867 0.936 0.972 0.989 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.80 | 0.449 0.809 0.953 0.991 0.999 1.000 1.000 || 4.30 | 0.014 0.072 0.197 0.377 0.570 0.737 0.856 0.929 0.968 0.987 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
0.85 | 0.427 0.791 0.945 0.989 0.998 1.000 1.000 || 4.40 | 0.012 0.066 0.185 0.359 0.551 0.720 0.844 0.921 0.964 0.985 0.994 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
0.90 | 0.407 0.772 0.937 0.987 0.998 1.000 1.000 || 4.50 | 0.011 0.061 0.174 0.342 0.532 0.703 0.831 0.913 0.960 0.983 0.993 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
0.95 | 0.387 0.754 0.929 0.984 0.997 1.000 1.000 || 4.60 | 0.010 0.056 0.163 0.326 0.513 0.686 0.818 0.905 0.955 0.980 0.992 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
1.00 | 0.368 0.736 0.920 0.981 0.996 0.999 1.000 || 4.70 | 0.009 0.052 0.152 0.310 0.495 0.668 0.805 0.896 0.950 0.978 0.991 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
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600g OuANEH ]

SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

TaBLA IIT (Continuacion) PUNEN
PROBABILIDADES ACUMULADAS DE POISSON P(z; ) = Z e
r=0
A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
4.80 0.008 0.048 0.143 0.294 0.476 0.651 0.791 0.887 0.944 0.975 0.990 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
5.00 0.007 0.040 0.125 0.265 0.440 0.616 0.762 0.867 0.932 0.968 0.986 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
5.20 0.006 0.034 0.109 0.238 0.406 0.581 0.732 0.845 0.918 0.960 0.982 0.993 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
5.40 0.005 0.029 0.095 0.213 0.373 0.546 0.702 0.822 0.903 0.951 0.977 0.990 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
5.60 0.004 0.024 0.082 0.191 0.342 0.512 0.670 0.797 0.886 0.941 0.972 0.988 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
5.80 0.003 0.021 0.072 0.170 0.313 0.478 0.638 0.771 0.867 0.929 0.965 0.984 0.993 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
6.00 0.002 0.017 0.062 0.151 0.285 0.446 0.606 0.744 0.847 0.916 0.957 0.980 0.991 0.996 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
6.20 0.002 0.015 0.054 0.134 0.259 0.414 0.574 0.716 0.826 0.902 0.949 0.975 0.989 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
6.40 0.002 0.012 0.046 0.119 0.235 0.384 0.542 0.687 0.803 0.886 0.939 0.969 0.986 0.994 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
6.60 0.001 0.010 0.040 0.105 0.213 0.355 0.511 0.658 0.780 0.869 0.927 0.963 0.982 0.992 0.997 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
6.80 0.001 0.009 0.034 0.093 0.192 0.327 0.480 0.628 0.755 0.850 0.915 0.955 0.978 0.990 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
7.00 0.001 0.007 0.030 0.082 0.173 0.301 0.450 0.599 0.729 0.830 0.901 0.947 0.973 0.987 0.994 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
7.20 0.001 0.006 0.025 0.072 0.156 0.276 0.420 0.569 0.703 0.810 0.887 0.937 0.967 0.984 0.993 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
7.40 0.001 0.005 0.022 0.063 0.140 0.253 0.392 0.539 0.676 0.788 0.871 0.926 0.961 0.980 0.991 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
7.60 0.001 0.004 0.019 0.055 0.125 0.231 0.365 0.510 0.648 0.765 0.854 0.915 0.954 0.976 0.989 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
7.80 0.000 0.004 0.016 0.048 0.112 0.210 0.338 0.481 0.620 0.741 0.835 0.902 0.945 0.971 0.986 0.993 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
8.00 0.000 0.003 0.014 0.042 0.100 0.191 0.313 0.453 0.593 0.717 0.816 0.888 0.936 0.966 0.983 0.992 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
8.20 0.000 0.003 0.012 0.037 0.089 0.174 0.290 0.425 0.565 0.692 0.796 0.873 0.926 0.960 0.979 0.990 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
8.40 0.000 0.002 0.010 0.032 0.079 0.157 0.267 0.399 0.537 0.666 0.774 0.857 0.915 0.952 0.975 0.987 0.994 0.997 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
8.60 0.000 0.002 0.009 0.028 0.070 0.142 0.246 0.373 0.509 0.640 0.752 0.840 0.903 0.945 0.970 0.985 0.993 0.997 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
8.80 0.000 0.001 0.007 0.024 0.062 0.128 0.226 0.348 0.482 0.614 0.729 0.822 0.890 0.936 0.965 0.982 0.991 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
9.00 0.000 0.001 0.006 0.021 0.055 0.116 0.207 0.324 0.456 0.587 0.706 0.803 0.876 0.926 0.959 0.978 0.989 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
9.20 0.000 0.001 0.005 0.018 0.049 0.104 0.189 0.301 0.430 0.561 0.682 0.783 0.861 0.916 0.952 0.974 0.987 0.993 0.997 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
9.40 0.000 0.001 0.005 0.016 0.043 0.093 0.173 0.279 0.404 0.535 0.658 0.763 0.845 0.904 0.944 0.969 0.984 0.992 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
9.60 0.000 0.001 0.004 0.014 0.038 0.084 0.157 0.258 0.380 0.509 0.633 0.741 0.828 0.892 0.936 0.964 0.981 0.990 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
9.80 0.000 0.001 0.003 0.012 0.033 0.075 0.143 0.239 0.356 0.483 0.608 0.719 0.810 0.879 0.927 0.958 0.977 0.988 0.994 0.997 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
10.00 0.000 0.000 0.003 0.010 0.029 0.067 0.130 0.220 0.333 0.458 0.583 0.697 0.792 0.864 0.917 0.951 0.973 0.986 0.993 0.997 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
10.20 | 0.000 0.000 0.002 0.009 0.026 0.060 0.118 0.203 0.311 0.433 0.558 0.674 0.772 0.849 0.906 0.944 0.968 0.983 0.991 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
10.40 | 0.000 0.000 0.002 0.008 0.023 0.053 0.107 0.186 0.290 0.409 0.533 0.650 0.752 0.834 0.894 0.936 0.963 0.980 0.989 0.995 0.997 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000
10.60 | 0.000 0.000 0.002 0.007 0.020 0.048 0.097 0.171 0.269 0.385 0.508 0.627 0.732 0.817 0.882 0.927 0.957 0.976 0.987 0.994 0.997 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000
10.80 | 0.000 0.000 0.001 0.006 0.017 0.042 0.087 0.157 0.250 0.363 0.484 0.603 0.710 0.799 0.868 0.918 0.951 0.972 0.985 0.992 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000
11.00 | 0.000 0.000 0.001 0.005 0.015 0.038 0.079 0.143 0.232 0.341 0.460 0.579 0.689 0.781 0.854 0.907 0.944 0.968 0.982 0.991 0.995 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000
11.20 0.000 0.000 0.001 0.004 0.013 0.033 0.071 0.131 0.215 0.319 0.436 0.555 0.667 0.762 0.839 0.896 0.936 0.963 0.979 0.989 0.994 0.997 0.999 0.999 1.000 1.000
11.40 | 0.000 0.000 0.001 0.004 0.012 0.029 0.064 0.119 0.198 0.299 0.413 0.532 0.644 0.743 0.823 0.885 0.928 0.957 0.976 0.987 0.993 0.997 0.998 0.999 1.000 1.000
11.60 | 0.000 0.000 0.001 0.003 0.010 0.026 0.057 0.108 0.183 0.279 0.391 0.508 0.622 0.723 0.807 0.872 0.919 0.951 0.972 0.984 0.992 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000
11.80 | 0.000 0.000 0.001 0.003 0.009 0.023 0.051 0.099 0.169 0.260 0.369 0.485 0.599 0.702 0.790 0.859 0.909 0.944 0.967 0.982 0.990 0.995 0.998 0.999 0.999 1.000
12.00 | 0.000 0.000 0.001 0.002 0.008 0.020 0.046 0.090 0.155 0.242 0.347 0.462 0.576 0.682 0.772 0.844 0.899 0.937 0.963 0.979 0.988 0.994 0.997 0.999 0.999 1.000
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TaBLA IIT (Continuacion) T AT \
PROBABILIDADES ACUMULADAS DE POISSON P(z;d) =) e
r=0
A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
12.50 0.000 0.000 0.000 0.002 0.005 0.015 0.035 0.070 0.125 0.201 0.297 0.406 0.519 0.628 0.725 0.806 0.869 0.916 0.948 0.969 0.983 0.991 0.995 0.998 0.999 0.999
13.00 0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 0.011 0.026 0.054 0.100 0.166 0.252 0.353 0.463 0.573 0.675 0.764 0.835 0.890 0.930 0.957 0.975 0.986 0.992 0.996 0.998 0.999
13.50 0.000 0.000 0.000 0.001 0.003 0.008 0.019 0.041 0.079 0.135 0.211 0.304 0.409 0.518 0.623 0.718 0.798 0.861 0.908 0.942 0.965 0.980 0.989 0.994 0.997 0.998
14.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.002 0.006 0.014 0.032 0.062 0.109 0.176 0.260 0.358 0.464 0.570 0.669 0.756 0.827 0.883 0.923 0.952 0.971 0.983 0.991 0.995 0.997
14.50 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 0.010 0.024 0.048 0.088 0.145 0.220 0.311 0.413 0.518 0.619 0.711 0.790 0.853 0.901 0.936 0.960 0.976 0.986 0.992 0.996
15.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.003 0.008 0.018 0.037 0.070 0.118 0.185 0.268 0.363 0.466 0.568 0.664 0.749 0.819 0.875 0.917 0.947 0.967 0.981 0.989 0.994
15.50 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.002 0.006 0.013 0.029 0.055 0.096 0.154 0.228 0.317 0.415 0.517 0.615 0.705 0.782 0.846 0.894 0.930 0.956 0.973 0.984 0.991
X
A 26 27 28 29 30
12.50 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
13.00 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
13.50 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000
14.00 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000
14.50 0.998 0.999 0.999 1.000 1.000
15.00 0.997 0.998 0.999 1.000 1.000
15.50 0.995 0.997 0.999 0.999 1.000
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TABLA IV
DISTRIBUCION NORMAL TIPIFICADA
Tabla de areas de las colas derechas, para valores de z,
de centésima en centésima (tabla superior)

y de décima en décima (tabla inferior)

. V27
o
0.0 =z
04

Za | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641

0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247

0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859

0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483

0.4 | 0.3446  0.3409 0.3372  0.3336  0.3300  0.3264  0.3228  0.3192  0.3156  0.3121

0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776

0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451

0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148

0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867

0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611

1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

1.1 | 0.1357  0.1335  0.1314  0.1292  0.1271  0.1251  0.1230  0.1210  0.1190  0.1170

1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985

1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823

1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681

1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455

1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367

1.8 | 0.0359  0.0351  0.0344  0.0336  0.0329  0.0322  0.0314  0.0307  0.0301  0.0294

1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233

2.0 | 0.02275 0.02222 0.02169 0.02118 0.02068 0.02018 0.01970 0.01923 0.01876 0.01831

2.1 0.01786  0.01743 0.01700 0.01659 0.01618 0.01578 0.01539 0.01500 0.01463 0.01426

2.2 | 0.01390 0.01355 0.01321 0.01287 0.01255 0.01222 0.01191 0.01160 0.01130 0.01101

2.3 0.01072  0.01044 0.01017 0.00990 0.00964 0.00939 0.00914 0.00889 0.00866 0.00842

2.4 0.00820 0.00798 0.00776 0.00755 0.00734 0.00714 0.00695 0.00676 0.00657 0.00639

2.5 0.00621 0.00604 0.00587 0.00570 0.00554 0.00539 0.00523 0.00508 0.00494 0.00480

2.6 0.00466  0.00453 0.00440 0.00427 0.00415 0.00402 0.00391 0.00379 0.00368 0.00357

2.7 0.00347 0.00336 0.00326 0.00317 0.00307 0.00298 0.00289 0.00280 0.00272 0.00264

2.8 0.00256  0.00248 0.00240 0.00233 0.00226 0.00219 0.00212 0.00205 0.00199 0.00193

2.9 0.00187 0.00181 0.00175 0.00169 0.00164 0.00159 0.00154 0.00149 0.00144 0.00139

3.0 | 0.001350 0.001306 0.001264 0.001223 0.001183 0.001144 0.001107 0.001070 0.001035 0.001001

3.1 | 0.000968 0.000935 0.000904 0.000874 0.000845 0.000816 0.000789 0.000762 0.000736 0.000711

3.2 | 0.000687 0.000664 0.000641 0.000619 0.000598 0.000577 0.000557 0.000538 0.000519 0.000501

3.3 | 0.000483 0.000466 0.000450 0.000434 0.000419 0.000404 0.000390 0.000376 0.000362 0.000349

3.4 | 0.000337 0.000325 0.000313 0.000302 0.000291 0.000280 0.000270 0.000260 0.000251 0.000242

3.5 | 0.000233 0.000224 0.000216 0.000208 0.000200 0.000193 0.000185 0.000178 0.000172 0.000165

3.6 | 0.000159 0.000153 0.000147 0.000142 0.000136 0.000131 0.000126 0.000121 0.000117 0.000112

3.7 | 0.000108 0.000104 0.000100 0.000096 0.000092 0.000088 0.000085 0.000082 0.000078 0.000075

3.8 | 0.000072 0.000069 0.000067 0.000064 0.000062 0.000059 0.000057 0.000054 0.000052 0.000050

3.9 | 0.000048 0.000046 0.000044 0.000042 0.000041 0.000039 0.000037 0.000036 0.000034 0.000033
Zex 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0.0 0.500 0.460 0.421 0.382 0.345 0.309 0.274 0.242 0.212 0.184
1.0 0.159 0.136 0.115 0.968E-01 0.808E-01 0.668E-01 0.548E-01 0.446E-01 0.359E-01 0.287E-01
2.0 | 0.228E-01 0.179E-01 0.139E-01 0.107E-01 0.820E-02 0.621E-02 0.466E-02 0.347E-02 0.256E-02 0.187E-02
3.0 | 0.135E-02 0.968E-03 0.687E-03 0.483E-03 0.337E-03 0.233E-03 0.159E-03 0.108E-03 0.723E-04 0.481E-04
4.0 | 0.317E-04 0.207E-04 0.133E-04 0.854E-05 0.541E-05 0.340E-05 0.211E-05 0.130E-05 0.793E-06 0.479E-06
5.0 | 0.287E-06 0.170E-06 0.996E-07 0.579E-07 0.333E-07 0.190E-07 0.107E-07 0.599E-08 0.332E-08 0.182E-08
6.0 | 0.987E-09 0.530E-09 0.282E-09 0.149E-09 0.777E-10 0.402E-10 0.206E-10 0.104E-10 0.523E-11 0.260E-11
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A-22 Apéndice A: Distribuciones de Probabilidad

TABLA V
DISTRIBUCION Y2 DE PEARSON
Abcisas Xi,n que dejan a su derecha un area « bajo
la funcion con n grados de libertad

1
(n/2)—1_—x/2
f@)={ P ey
(e 0 <0
2
0.0 Xa,n
[0
n 0.995 0.990 0.980 0.975 0.950 0.900 0.800 0.750 0.700
1 3928E-04 .1571E-03 .6284E-03 .9820E-03 .3932E-02 .1579E-01 .6419E-01 .1015 .1485
2 .1002E-01 .2010E-01 .4041E-01 .5064E-01 .1026 .2107 4463 5754 7134
3 T172E-01 .1148 .1848 2158 3518 5844 1.005 1.213 1.424
4 .2070 2971 .4294 4844 7107 1.064 1.649 1.923 2.195
5 4118 5543 7519 8312 1.145 1.610 2.343 2.675 3.000
6 6757 8721 1.134 1.237 1.635 2.204 3.070 3.455 3.828
7 L9892 1.239 1.564 1.690 2.167 2.833 3.822 4.255 4.671
8 1.344 1.647 2.032 2.180 2.733 3.490 4.594 5.071 5.527
9 1.735 2.088 2.532 2.700 3.325 4.168 5.380 5.899 6.393
10 2.156 2.558 3.059 3.247 3.940 4.865 6.179 6.737 7.267
11 2.603 3.053 3.609 3.816 4.575 5.578 6.989 7.584 8.148
12 3.074 3.571 4.178 4.404 5.226 6.304 7.807 8.438 9.034
13 3.565 4.107 4.765 5.009 5.892 7.042 8.634 9.299 9.926
14 4.075 4.660 5.368 5.629 6.571 7.790 9.467 10.165 10.821
15 4.601 5.229 5.985 6.262 7.261 8.547 10.307 11.037 11.721
16 5.142 5.812 6.614 6.908 7.962 9.312 11.152 11.912 12.624
17 5.697 6.408 7.255 7.564 8.672 10.085 12.002 12.792 13.531
18 6.265 7.015 7.906 8.231 9.391 10.865 12.857 13.675 14.440
19 6.844 7.633 8.567 8.907 10.117 11.651 13.716 14.562 15.352
20 7.434 8.260 9.237 9.591 10.851 12.443 14.578 15.452 16.266
21 8.034 8.897 9915 10.283 11.591 13.240 15.445 16.344 17.182
22 8.643 9.543 10.600 10.982 12.338 14.041 16.314 17.240 18.101
23 9.260 10.196 11.293 11.689 13.090 14.848 17.187 18.137 19.021
24 9.887 10.856 11.992 12.401 13.848 15.659 18.062 19.037 19.943
25 10.520 11.524 12.697 13.120 14.611 16.473 18.940 19.939 20.867
26 11.160 12.198 13.409 13.844 15.379 17.292 19.820 20.843 21.792
27 11.808 12.879 14.125 14.573 16.151 18.114 20.703 21.749 22.719
28 12.461 13.565 14.847 15.308 16.928 18.939 21.588 22.657 23.647
29 13.121 14.262 15.574 16.047 17.708 19.768 22.475 23.567 24.577
30 13.787 14.953 16.306 16.790 18.493 20.599 23.364 24.478 25.508
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TABLA V (Continuacion)
DISTRIBUCION Y2 DE PEARSON
Abcisas Xi,n que dejan a su derecha un area « bajo
la funcion con n grados de libertad

- (n/2)-1,—x/2 0
f@)={ 27T(ny2) ©re
e 0 <0

Xa,n

ot
n 0.500  0.300 0.250  0.200  0.100  0.050  0.025 0.020 0.010 0.005  0.001
1 4549 1.074 1.323  1.642 2.706 3.841  5.024 5.412 6.635  7.880 10.827
2 1.386  2.408 2.773 3.219 4.605 5991 7.378 7.824 9.210 10.597 13.816
3 2.366  3.665 4.108 4.642 6.251  7.815  9.348 9.838 11.345 12.838 16.266
4 3.357 4878 5385 5989 7.779 < 9.488 11.143 11.668 13.277 14.861 18.464
5 4.351  6.064 6.626  7.289 9.236 11.071 12.832 13.388 15.086 16.749 20.514
6 5.348  7.231 7.841 8558 10.645 12.592 14.449 15.033 16.812 18.548 22.460
7 6.346  8.383  9.037  9.803 12.017 14.067 16.013 16.623 18.486 20.278 24.321
8 7.344  9.524 10.219 11.030 13.362 15.507 17.535 18.168 20.090 21.955 26.124
9 8.343 10.656 11.389 12.242 14.684 16.919 19.023 19.679 21.666 23.589 27.877
10 | 9.342 11.781 12.549 13.442 15.987 18.307 20.483 21.161 23.209 25.189 29.589
11 | 10.341 12.899 13.701 14.631 17.275 19.675 21.920 22.618 24.725 26.757 31.281
12 | 11.340 14.011 14.845 15.812 18.549 21.026 23.337 24.054 26.217 28.299 32.910
13 | 12.340 15.119 15.984 16.985 19.812 22.362 24.736 25.471 27.688 29.820 34.529
14 | 13.339 16.222 17.117 18.151 21.064 23.685 26.119 26.873 29.141 31.319 36.124
15 | 14.339 17.322 18.245 19.311 22307 24.996 27.488 28.260 30.578 32.801 37.697
16 | 15.339 18.418 19.369 20.465 23.542 26.296 28.845 29.633 32.000 34.266 39.253
17 | 16.338 19.511 20.489 21.615 24.769 27.587 30.191 30.995 33.409 35.718 40.793
18 | 17.338 20.601 21.605 22.760 25.989 28.869 31.526 32.346 34.805 37.157 42.314
19 | 18.338 21.689 22.718 23.900 27.204 30.144 32.852 33.687 36.191 38.582 43.821
20 | 19.337 22.775 23.828 25.037 28.412 31.410 34.170 35.020 37.566 39.997 45.314
21 | 20.337 23.858 24.935 26.171 29.615 32.671 35.479 36.343 38.932 41.401 46.797
22 | 21.337 24.939 26.039 27.301 30.813 33.924 36.850 37.660 40.289 42.796 48.269
23 | 22.337 26.018 27.141 28.429 32.007 35.172 38.076 38.968 41.638 44.182 49.728
24 | 23.337 27.096 28.241 29.553 33.196 36.415 39.364 40.270 42.980 45.558 51.178
25 | 24.337 28.172 29.339 30.675 34.382 37.652 40.646 41.566 44.314 46.928 52.622
26 | 25.336 29.246 30.435 31.795 35.563 38.885 41.923 42.856 45.642 48.290 54.052
27 | 26.336 30.319 31.528 32.912 36.741 40.113 43.194 44.139 46.963 49.645 55.477
28 | 27.336 31.391 32.620 34.027 37.916 41.337 44.461 45.419 48.278 50.996 56.893
29 | 28.336 32.461 33.711 35.139 39.087 42.557 45.722 46.693 49.588 52.336 58.301

29.336 33.530 34.800 36.250 40.256 43.773 46.979 47.962 50.892 53.672 59.703
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A-24 Apéndice A: Distribuciones de Probabilidad

TABLA VI
DISTRIBUCION ¢ DE STUDENT
Abcisas tq,, que dejan a su derecha un area a bajo
la funcién con n grados de libertad

Para valores de o > 0.5 se puede utilizar la relacién

ta,n = *tlfoz,n

«
n 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.050 0.025 0.010 0.005 0.001 0.0005

1 0.000 0.325 0.727 1.376 3.078 6.320 12.706 31.820 63.656 318.390 636.791
2 0.000 0.289 0.617 1.061 1.886 2.920 4.303 6.964 9.925 22.315 31.604
3 0.000 0.277 0.584 0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.214 12.925
4 0.000 0.271 0.569 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610
5 0.000 0.267 0.559 0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032  5.893 6.869

6 0.000 0.265 0.553 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707  5.208 5.958
7 0.000 0.263 0.549 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.784 5.408
8 0.000 0.262 0.546 0.889 1.397 1.860 2.306 2.897 3.355  4.501 5.041
9 0.000 0.261 0.543 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250  4.297 4.782
10 | 0.000 0.260 0.542 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587

11 0.000 0.260 0.540 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106  4.025 4.437
12 0.000 0.259 0.539 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055  3.929 4.318
13 | 0.000 0.259 0.538 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012  3.852 4.221
14 | 0.000 0.258 0.537 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2977  3.787 4.141
15 0.000 0.258 0.536 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947  3.733 4.073

16 | 0.000 0.258 0.535 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921  3.686 4.015
17 | 0.000 0.257 0.534 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898  3.646 3.965
18 | 0.000 0.257 0.534 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878  3.610 3.921
19 | 0.000 0.257 0.533 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861  3.579 3.884
20 | 0.000 0.257 0.533 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845  3.552 3.850

21 0.000 0.257 0.532 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831  3.527 3.819
22 0.000 0.256 0.532 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819  3.505 3.792
23 | 0.000 0.256 0.532 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807  3.485 3.768
24 | 0.000 0.256 0.531 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797  3.467 3.745
25 0.000 0.256 0.531 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787  3.450 3.725

26 | 0.000 0.256 0.531 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779  3.435 3.704
27 | 0.000 0.256 0.531 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771  3.421 3.689
28 | 0.000 0.256 0.530 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763  3.408 3.674
29 | 0.000 0.256 0.530 0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756  3.396 3.660
30 | 0.000 0.256 0.530 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750  3.385 3.646

40 | 0.000 0.255 0.529 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704  3.307 3.551
50 | 0.000 0.255 0.528 0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678  3.261 3.496
60 | 0.000 0.254 0.527 0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660  3.232 3.460
70 | 0.000 0.254 0.527 0.847 1.294 1.667 1.994 2381 2.648 3.211 3.435
80 | 0.000 0.254 0.527 0.846 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.195 3.416
90 | 0.000 0.254 0.526 0.846 1.291 1.662 1.987 2.368 2.632 3.183 3.404

100 | 0.000 0.254 0.526 0.845 1.290 1.661 1.984 2.364 2.626 3.174 3.390
200 | 0.000 0.254 0.525 0.843 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.132 3.340
300 | 0.000 0.254 0.525 0.843 1.284 1.650 1.968 2.339 2.592  3.118 3.323
400 | 0.000 0.254 0.525 0.843 1.284 1.649 1.966 2.336 2.588  3.111 3.341
500 | 0.000 0.253 0.525 0.842 1.283 1.648 1.965 2.334 2.586  3.107 3.310

o ‘0.000 0.253 0.524 0.842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576  3.090 3.291
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SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAV.LSH

600g OuANEH ]

TAB/LA VII
DISTRIBUCION F DE FISHER

Abcisas Fy,pn, n, que dejan a su derecha un area a bajo la funcién con n; y ng grados de libertad.

Para valores de a préximos a uno se puede utilizar la relacion Fi_q;n,.n, =

Fa;nl sn2 .
a=0.10
ni

ng 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 00

1 39.863 49.500 53.593 55.833 57.240 58.204 58.906 59.438 59.857 60.195 60.705 61.222 61.741 62.002 62.265 62.529 62.794 63.061 63.325
2 8.5263 9.0000 9.1618 9.2434 9.2926 9.3255 9.3491 9.3667 9.3806 9.3916 9.4082 9.4248 9.4414 9.4500 9.4579 9.4662 9.4746 9.4829 9.4912
3 5.5383 5.4624 5.3908 5.3426 5.3092 5.2847 5.2662 5.2517 5.2400 5.2304 5.2156 5.2003 5.1845 5.1762 5.1681 5.1598 5.1512 5.1425 5.1337
4 4.5448 4.3246 4.1909 4.1072 4.0506 4.0097 3.9790 3.9549 3.9357 3.9199 3.8955 3.8703 3.8443 3.8310 3.8174 3.8037 3.7896 3.7753 3.7607
5 4.0604 3.7797 3.6195 3.5202 3.4530 3.4045 3.3679 3.3393 3.3163 3.2974 3.2682 3.2380 3.2067 3.1905 3.1741 3.1572 3.1402 3.1228 3.1050
6 3.7760 3.4633 3.2888 3.1809 3.1075 3.0546 3.0145 2.9830 2.9577 2.9369 2.9047 2.8712 2.8363 2.8183 2.8000 2.7812 2.7620 2.7423 2.7222
7 3.5894 3.2574 3.0740 2.9605 2.8833 2.8273 2.7849 2.7516 2.7247 2.7025 2.6681 2.6322 2.5947 2.5753 2.5555 2.5351 2.5142 2.4928 2.4708
8 3.4579 3.1131 2.9238 2.8064 2.7265 2.6683 2.6241 2.5893 2.5612 2.5380 2.5020 2.4642 2.4246 2.4041 2.3830 2.3614 2.3391 2.3162 2.2926
9 3.3604 3.0065 2.8129 2.6927 2.6106 2.5509 2.5053 2.4694 2.4403 2.4163 2.3789 2.3396 2.2983 2.2768 2.2547 2.2320 2.2085 2.1843 2.1592
10 3.2850 2.9245 2.7277 2.6053 2.5216 2.4606 2.4141 2.3772 2.3473 2.3226 2.2840 2.2435 2.2007 2.1784 2.1554 2.1317 2.1072 2.0818 2.0554
12 3.1765 2.8068 2.6055 2.4801 2.3940 2.3310 2.2828 2.2446 2.2135 2.1878 2.1474 2.1049 2.0597 2.0360 2.0115 1.9861 1.9597 1.9323 1.9036
15 3.0732 2.6952 2.4898 2.3614 2.2730 2.2081 2.1582 2.1185 2.0862 2.0593 2.0171 1.9722 1.9243 1.8990 1.8728 1.8454 1.8168 1.7867 1.7551
20 2.9747 2.5893 2.3801 2.2489 2.1582 2.0913 2.0397 1.9985 1.9649 1.9367 1.8924 1.8449 1.7938 1.7667 1.7382 1.7083 1.6768 1.6432 1.6074
24 2.9271 2.5383 2.3274 2.1949 2.1030 2.0351 1.9826 1.9407 1.9063 1.8775 1.8319 1.7831 1.7302 1.7019 1.6721 1.6407 1.6073 1.5715 1.5327
30 2.8807 2.4887 2.2761 2.1422 2.0492 1.9803 1.9269 1.8841 1.8490 1.8195 1.7727 1.7223 1.6673 1.6377 1.6065 1.5732 1.5376 1.4989 1.4564
40 2.8354 2.4404 2.2261 2.0909 1.9968 1.9269 1.8725 1.8289 1.7929 1.7627 1.7146 1.6624 1.6052 1.5741 1.5411 1.5056 1.4672 1.4248 1.3769
60 2.7911 2.3932 2.1774 2.0410 1.9457 1.8747 1.8194 1.7748 1.7380 1.7070 1.6574 1.6034 1.5435 1.5107 1.4755 1.4373 1.3952 1.3476 1.2915
120 | 2.7478 2.3473 2.1300 1.9923 1.8959 1.8238 1.7675 1.7220 1.6842 1.6524 1.6012 1.5450 1.4821 1.4472 1.4094 1.3676 1.3203 1.2646 1.1926
oo 2.7055 2.3026 2.0838 1.9448 1.8473 1.7741 1.7167 1.6702 1.6315 1.5987 1.5458 1.4871 1.4206 1.3832 1.3419 1.2951 1.2400 1.1686 1.1000
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SVIONHID) dd SHINVIANLSH VUV VOISYE VOLLSIAVLSH

600g OuANEH ]

TaBLA VII (Continuacion)
DISTRIBUCION F DE FISHER

Abcisas Fy,n, n, que dejan a su derecha un area a bajo la funcién con n; y ng grados de libertad.

Para valores de a préximos a uno se puede utilizar la relacion Fi_q;n,.n, =

Fa;nl sn2 .
a = 0.05
ni

ng 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 00

1 161.45 199.70 215.71 224.58 230.15 233.99 236.76 238.88 240.54 241.89 243.90 245.90 248.03 249.05 250.09 251.14 252.20 253.25 254.32
2 18.513 19.000 19.164 19.247 19.296 19.329 19.353 19.371 19.385 19.396 19.425 19.429 19.446 19.454 19.463 19.471 19.479 19.487 19.496
3 10.128 9.5521 9.2766 9.1156 9.0135 8.9406 &.8867 &8.8452 &.8121 &.7855 &.7446 8.7029 8.6602 8.6385 8.6166 8.5944 8.5720 8.5493 8.5264
4 7.7087 6.9443 6.5914 6.3883 6.2563 6.1631 6.0942 6.0411 5.9987 5.9644 5.9117 5.8578 5.8027 5.7744 5.7459 5.7170 5.6877 5.6580 5.6280
5 6.6079 5.7863 5.4095 5.1922 5.0503 4.9503 4.8759 4.8183 4.7725 4.7351 4.6777 4.6188 4.5582 4.5271 4.4957 4.4638 4.4314 4.3984 4.3650
6 5.9874 5.1433 4.7571 4.5337 4.3874 4.2839 4.2067 4.1468 4.0990 4.0602 3.9999 3.9381 3.8742 3.8415 3.8082 3.7743 3.7398 3.7047 3.6689
7 5.5914 4.7374 4.3468 4.1219 3.9715 3.8660 3.7870 3.7257 3.6767 3.6363 3.5747 3.5107 3.4445 3.4105 3.3758 3.3402 3.3043 3.2675 3.2297
8 5.3177 4.4590 4.0662 3.8378 3.6875 3.5806 3.5004 3.4381 3.3881 3.3472 3.2839 3.2184 3.1503 3.1152 3.0794 3.0428 3.0053 2.9669 2.9276
9 5.1173 4.2565 3.8625 3.6331 3.4817 3.3737 3.2927 3.2296 3.1789 3.1373 3.0729 3.0061 2.9365 2.9005 2.8636 2.8259 2.7872 2.7475 2.7067
10 | 4.9646 4.1028 3.7083 3.4781 3.3258 3.2172 3.1355 3.0717 3.0204 2.9782 2.9130 2.8450 2.7740 2.7372 2.6995 2.6609 2.6211 2.5801 2.5379
12 4.7472 3.8853 3.4903 3.2592 3.1059 2.9961 2.9134 2.8486 2.7964 2.7534 2.6866 2.6168 2.5436 2.5055 2.4663 2.4259 2.3842 2.3410 2.2962
15 | 4.5431 3.6823 3.2874 3.0556 2.9013 2.7905 2.7066 2.6408 2.5876 2.5437 2.4753 2.4034 2.3275 2.2878 2.2468 2.2043 2.1601 2.1141 2.0658
20 4.3512 3.4928 3.0984 2.8661 2.7109 2.5990 2.5140 2.4471 2.3928 2.3479 2.2776 2.2033 2.1242 2.0825 2.0391 1.9938 1.9464 1.8963 1.8432
24 | 4.2597 3.4028 3.0088 2.7763 2.6206 2.5082 2.4226 2.3551 2.3002 2.2547 2.1834 2.1077 2.0267 1.9838 1.9390 1.8920 1.8424 1.7896 1.7330
30 4.1709 3.3158 2.9223 2.6896 2.5336 2.4205 2.3343 2.2662 2.2107 2.1646 2.0921 2.0148 1.9317 1.8874 1.8409 1.7918 1.7396 1.6835 1.6223
40 | 4.0847 3.2317 2.8388 2.6060 2.4495 2.3359 2.2490 2.1802 2.1240 2.0772 2.0035 1.9244 1.8389 1.7929 1.7444 1.6928 1.6373 1.5766 1.5089
60 4.0012 3.1504 2.7581 2.5252 2.3683 2.2541 2.1666 2.0970 2.0401 1.9926 1.9174 1.8364 1.7480 1.7001 1.6491 1.5943 1.5343 1.4673 1.3893
120 | 3.9201 3.0718 2.6802 2.4472 2.2898 2.1750 2.0868 2.0164 1.9588 1.9104 1.8337 1.7505 1.6587 1.6084 1.5543 1.4952 1.4290 1.3519 1.2539
oo 3.8415 2.9957 2.6049 2.3719 2.2141 2.0986 2.0096 1.9384 1.8799 1.8307 1.7522 1.6664 1.5705 1.5173 1.4591 1.3940 1.3180 1.2214 1.1000
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TaBLA VII (Continuacion)
DISTRIBUCION F DE FISHER

Abcisas Fy,n, n, que dejan a su derecha un area a bajo la funcién con n; y ng grados de libertad.

Para valores de a préximos a uno se puede utilizar la relacion Fi_q;n,.n, =

Fa;nl SN2 .
a = 0.025
ni

n2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 00

1 647.80 799.70 864.18 899.58 921.80 937.10 948.23 956.65 963.28 968.65 976.70 984.88 993.30 997.20 1001.4 1005.5 1009.9 1014.0 1018.3
2 38.513 39.000 39.166 39.247 39.298 39.332 39.355 39.373 39.387 39.398 39.414 39.438 39.448 39.450 39.465 39.473 39.475 39.490 39.498
3 17.443 16.044 15.439 15.101 14.885 14.735 14.624 14.540 14.473 14.419 14.337 14.252 14.167 14.124 14.081 14.036 13.992 13.948 13.902
4 12.218 10.649 9.9791 9.6045 9.3645 9.1973 9.0741 8.9795 8.9031 8.8439 8.7508 8.6564 8.5600 8.5109 8.4612 8.4109 8.3604 8.3090 8.2572
5 10.007 8.4336 7.7636 7.3875 7.1463 6.9777 6.8530 6.7571 6.6809 6.6192 6.5246 6.4273 6.3286 6.2781 6.2269 6.1751 6.1225 6.0693 6.0153
6 8.8131 7.2598 6.5988 6.2272 5.9876 5.8198 5.6955 5.5996 5.5234 5.4609 5.3662 5.2687 5.1684 5.1188 5.0652 5.0125 4.9590 4.9045 4.8491
7 8.0727 6.5415 5.8898 5.5226 5.2852 5.1186 4.9949 4.8993 4.8232 4.7611 4.6658 4.5678 4.4667 4.4150 4.3624 4.3089 4.2545 4.1989 4.1423
8 7.5709 6.0594 5.4159 5.0525 4.8173 4.6517 4.5285 4.4333 4.3572 4.2951 4.1997 4.1012 3.9995 3.9473 3.8940 3.8398 3.7844 3.7279 3.6702
9 7.2094 5.7147 5.0750 4.7181 4.4844 4.3197 4.1971 4.1023 4.0260 3.9637 3.8682 3.7693 3.6669 3.6142 3.5604 3.5055 3.4493 3.3922 3.3328
10 6.9367 5.4563 4.8256 4.4683 4.2361 4.0721 3.9498 3.8549 3.7790 3.7168 3.6209 3.5217 3.4186 3.3654 3.3110 3.2554 3.1984 3.1399 3.0798
12 6.5538 5.0959 4.4742 4.1212 3.8911 3.7283 3.6065 3.5118 3.4358 3.3735 3.2773 3.1772 3.0728 3.0187 2.9633 2.9063 2.8478 2.7874 2.7250
15 6.1995 4.7650 4.1528 3.8042 3.5764 3.4147 3.2938 3.1987 3.1227 3.0602 2.9641 2.8621 2.7559 2.7006 2.6437 2.5850 2.5242 2.4611 2.3953
20 5.8715 4.4613 3.8587 3.5146 3.2891 3.1283 3.0074 2.9128 2.8365 2.7737 2.6759 2.5731 24645 2.4076 2.3486 2.2873 2.2234 2.1562 2.0853
24 | 5.7167 4.3188 3.7211 3.3794 3.1548 2.9946 2.8738 2.7791 2.7027 2.6396 2.5411 2.4374 2.3273 2.2693 2.2090 2.1460 2.0799 2.0099 1.9353
30 5.5676 4.1821 3.5894 3.2499 3.0266 2.8667 2.7460 2.6512 2.5750 2.5112 2.4120 2.3072 2.1952 2.1359 2.0739 2.0089 1.9400 1.8664 1.7867
40 5.4239 4.0510 3.4633 3.1261 2.9037 2.7444 2.6238 2.5289 2.4519 2.3882 2.2882 2.1819 2.0677 2.0069 1.9429 1.8752 1.8028 1.7242 1.6371
60 5.2856 3.9252 3.3425 3.0077 2.7863 2.6274 2.5068 2.4117 2.3344 2.2702 2.1692 2.0613 1.9445 1.8817 1.8152 1.7440 1.6668 1.5810 1.4822
120 | 5.1523 3.8046 3.2269 2.8943 2.6740 2.5154 2.3948 2.2994 2.2217 2.1570 2.0548 1.9450 1.8249 1.7597 1.6899 1.6141 1.5299 1.4327 1.3104
oo 5.0239 3.6889 3.1161 2.7858 2.5665 2.4082 2.2875 2.1918 2.1136 2.0483 1.9447 1.8326 1.7085 1.6402 1.5660 1.4835 1.3883 1.2684 1.1000
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TaBLA VII (Continuacion)
DISTRIBUCION F DE FISHER

Abcisas Fy,n, n, que dejan a su derecha un area a bajo la funcién con n; y ng grados de libertad.

Para valores de a préximos a uno se puede utilizar la relacion Fi_q;n,.n, =

Fa;nl sn2 .
a = 0.01
ni

ng 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 00

1 4052.1 4999.7 5404.1 5624.5 5763.3 5858.9 5928.5 5980.9 6021.7 6055.7 6106.5 6156.9 6208.9 6234.5 6260.5 6286.9 6312.9 6339.3 6365.7
2 98.500 99.100 99.169 99.200 99.300 99.331 99.363 99.373 99.400 99.300 99.419 99.431 99.448 99.456 99.469 99.473 99.481 99.494 99.300
3 34.116 30.817 29.457 28.710 28.237 27.911 27.672 27.491 27.344 27.229 27.052 26.872 26.689 26.598 26.505 26.409 26.316 26.222 26.125
4 21.198 18.000 16.695 15.977 15.519 15.207 14.975 14.799 14.659 14.546 14.373 14.198 14.020 13.929 13.838 13.745 13.652 13.558 13.463
5 16.258 13.274 12.060 11.392 10.967 10.672 10.455 10.289 10.158 10.051 9.8875 9.7223 9.5527 9.4665 9.3793 9.2910 9.2021 9.1118 9.0205
6 13.745 10.925 9.7795 9.1483 8.7457 8.4662 8.2600 &8.1016 7.9761 7.8740 7.7183 7.5594 7.3958 7.3127 7.2289 7.1433 7.0566 6.9690 6.8800
7 12.246 9.5465 8.4514 7.8467 7.4604 7.1906 6.9929 6.8402 6.7250 6.6200 6.4690 6.3143 6.1554 6.0744 5.9920 5.9085 5.8236 5.7373 5.6495
8 11.259 8.6490 7.5910 7.0061 6.6316 6.3707 6.1775 6.0289 5.9106 5.8143 5.6667 5.5150 5.3591 5.2792 5.1981 5.1125 5.0316 4.9461 4.8588
9 10.562 8.0215 6.9919 6.4221 6.0570 5.8020 5.6128 5.4671 5.3512 5.2564 5.1115 4.9621 4.8080 4.7289 4.6485 4.5666 4.4831 4.3978 4.3109
10 10.044 7.5595 6.5523 5.9945 5.6359 5.3858 5.2001 5.0567 4.9424 4.8492 4.7059 4.5581 4.4054 4.3270 4.2469 4.1653 4.0818 3.9961 3.9086
12 9.3302 6.9266 5.9527 5.4120 5.0643 4.8206 4.6396 4.4994 4.3875 4.2960 4.1552 4.0097 3.8584 3.7805 3.7008 3.6192 3.5354 3.4495 3.3608
15 8.6832 6.3589 5.4169 4.8932 4.5556 4.3183 4.1415 4.0044 3.8948 3.8049 3.6663 3.5222 3.3719 3.2940 3.2141 3.1319 3.0471 2.9594 2.8684
20 8.0960 5.8490 4.9382 4.4307 4.1026 3.8714 3.6987 3.5644 3.4567 3.3682 3.2311 3.0881 2.9377 2.8563 2.7785 2.6947 2.6077 2.5168 2.4213
24 | 7.8229 5.6136 4.7180 4.2185 3.8951 3.6667 3.4959 3.3629 3.2560 3.1682 3.0316 2.8887 2.7380 2.6591 2.5773 2.4923 2.4035 2.3100 2.2107
30 7.5750 5.3904 4.5097 4.0180 3.6988 3.4735 3.3045 3.1726 3.0665 2.9791 2.8431 2.7002 2.5487 2.4689 2.3860 2.2992 2.2078 2.1108 2.0063
40 7.3141 5.1781 4.3125 3.8283 3.5138 3.2906 3.1238 2.9930 2.8875 2.8005 2.6648 2.5216 2.3689 2.2880 2.2034 2.1142 2.0194 1.9172 1.8047
60 7.0771 4.9774 4.1259 3.6490 3.3389 3.1187 2.9530 2.8233 2.7184 2.6318 2.4961 2.3523 2.1978 2.1154 2.0285 1.9360 1.8363 1.7263 1.6006
120 | 6.8509 4.7865 3.9491 3.4795 3.1735 2.9559 2.7918 2.6629 2.5586 2.4721 2.3363 2.1916 2.0346 1.9500 1.8600 1.7629 1.6557 1.5330 1.3805
oo 6.6349 4.6051 3.7816 3.3192 3.0173 2.8020 2.6394 2.5113 2.4073 2.3209 2.1848 2.0385 1.8783 1.7908 1.6964 1.5923 1.4730 1.3246 1.1000
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Capitulo 20

Apéndice B: Tablas con Intervalos de

Confianza

En este apéndice aparecen tabulados los intervalos de confianza mas habituales.
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Parametro a estimar Estimador Distribucion Intervalo
Media de una N(u, o) - i X ) o _|¥x o
o2 conocida X = = Normal: N <N7 ﬁ) I=|X+ 20/2%
Media de una N (u, o) e g
o2 desconocida X o Za=1ti Normal: N (M %) I= {Yi Za/27:|
n > 30 n vn
Media de una N(p, o) n <_
’ - i X = H ==
o2 desconocida X = Liz1 Xi r S/v/n 1= {X + ta/ln,li}
n < 30 n sigue una ¢ de Student con (n — 1) g.l. TV
Media de cualquier poblacién - doig Xi ) g |+ S
muestras grandes X= n Normal: N <M7 ﬁ) I=|X+zy 2/n

p de Binomial

P— numero de éxitos

nimero de ensayos

Normal: N (ﬁ, Fﬂ_ﬁ))

n

I=|P+ za/2¢P(1n_ .

- * X - 5 - A
A de Poisson A= iz Xi Normal: N (x\, %) I'=|AEtzqp\—
n n
Diferencia de medias o2 o2 I 2 o2
poblaciones normales X — X5 N g1 — po, (2 + =2 I=|(X1—Xo)% Za/2\/| .
2 2 id ny n2 niy n2
o7 y o5 conocidas L i
Diferencia de medias _
poblaciones normales - _ ﬁ S3 — (X -, ‘Sj S;%
U% y U% desconocidas X=X N (Ml . ny + ng [= (0= X) & Fa/2 ni + ng
ny + ng > 30 (ng =~ noy) L - -
_ (X —Xo) — (a —pa)
Diferencia de medias g 1 1
oblaciones normales _— py . 1 1
PQ 2 4 id X1 — Xo _ ny N2 I=|(X]—Xy)+ ta/27n1+n2_25p - 4=
o1 Y(UQ esconocidas ) sigue una t de Student con (n; +ng — 2) g.L. ny n2
o1 = 09 (muestras pequenas —1)52 —1)52
donde SQ _ (nl )Sl + (n2 )SQ
p ____ _ni+mng— 2
o Ki—Xo) — (1 — po)
st S8
Diferencia de medias ny  no
oblaciones normales — sigue una t de Student con f g.l. — §2 52
Do . . X1 —Xo & e I:|:(X1_X2)Ztta/2,f L4 =2
o1y 05 desconocidas ny Ny

01 # 09 (muestras pequenas)

2
ni ng _ 9
(St/m)* | (S3/ns)?
+
ny+1 no + 1

donde f =

0&-v
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Parametro a estimar ‘ Estimador Distribucién Intervalo
Diferencia de medias 2 g2 52 g2
poblaciones no normales X — Xy N1 —po, /L +22 I= (X1 —X2) £ 2404 1,22
1 ng ny n9
muestras grandes
Difi i i - P(l1-P Py(l1— Py — P(l1-P P(l1—P
iferencia de proporciones 7B, N (pl —p27\/ 1 ( ) n 2 ( 2)) = |@-B)+ Za/?\/ 1 ( 1) n 2 ( 2)
muestras grandes ny Ny n noy
Parametro a estimar ‘ Estimador ‘ Distribucién Intervalo
-1)8? -1)8? -1)8?
Varianza de una N (u, o) S2 Xo_1 = % I= (n2 ) , (Z )
g Xaj2mn—1 Xi—a/2n—1
Razén de varianzas $2/52 P _ 5%/ot I St 1 S—%F
dos poblaciones normales 172 m—lne—1 = S2/03 | S3 Fo/omi—1ma—1 S2 @/2m2=1ni—1

I&-v
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Capitulo 21

Apéndice C: Tablas con Contrastes de
Hipotesis

En este apéndice aparecen tabulados los contrastes de hipétesis mas habituales.
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CONTRASTE PARA LA MEDIA DE UNA POBLACION

SVIONHID) Hd SHINVIANLSH VHVd VOISV VOLLSIAVLSH]

Tipo de contraste Hy ‘ Estadistico ‘ Distribucion Se acepta si Se rechaza si
BILATERAL ) |T - /1,0‘ < |§ — ,u()‘ .-
o2 conocida H7 Ho T — o o/vn ~ /2 o/\/n /2
z= Normal
UNILATERAL y a/vn T—po _ T—po
o2 conocida w = Ho N Za YN Za
BILATERAL 1T — 1o 1% — ol
. — [o — Ho
o2 desconocida I 1o N < Zay2 N > Za/2
n > 30 . / sV
z= T~ Ho Normal
UNILATERAL s/vn . .
o2 desconocida > o Ho < zZa Ho > Za
"> 30 s/\v/n s/v/n
BILATERAL % — ol % — ol
o2 desconocida W # o 12 = Hol <tasan-1 1o > ta/an—1
n < 30 B s/v/n s/\v/n
t= T~ Ko t de Student
UNILATERAL s/vn . .
o2 desconocida 1> g T~ Ho <tan-1 U tan—1
n < 30 5/\/ﬁ S/ﬁ
CONTRASTE DE UNA PROPORCION
Tipo de contraste Hy ‘ Estadistico Distribucion Se acepta si Se rechaza si
D — Do D—Do
BILATERAL D% po 7| ?(17;) < Zaf2 7| ﬁ(lfﬁl > Za/2
mn — n n
z= 77])(1 Normal
p(1=p) D —po D —po
UNILATERAL » > po n < 24 A
p(1-p) p(1-p)
n n

CONTRASTE DE LA VARIANZA DE UNA POBLACION NORMAL

600g ouHuLH, ]

Tipo de contraste Hy ‘ Estadistico ‘ Distribucion ‘ Se acepta si Se rechaza si
(n—1)s2 (n—1)s?
BILATERAL o # ap n 152 — = € [Xia/z,nqui/z,nfﬂ T ¢[X%7Q/2,n71»Xi/2,n71]
n—1)s
= o3 v 2 2
0 —1 ~1
UNILATERAL o > 03 % < X?x,n—l % > xi}n,l
0 0

rE-V
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CONTRASTE PARA LA IGUALDAD DE MEDIAS DE DOS POBLACIONES NORMALES
Tipo de contraste Hy ‘ H, ‘ Estadistico Distribucién ‘ Se acepta si ‘ Se rechaza si
BILATERAL P |z1 — 73 <. |z1 — 73 -
3 o? conocida ! 2 L7 H2 o | o2 /2 o2 | o3 /2
R m m T
H z = f Normal
UNILATERAL of | o T — T3 T — T3
< <
o2 conocida H1 S p2 | g1 > 2 ni ton2 e Za — > Za
m m T
BILATERAL 7 — 73] 77 — 73
. 1— T2 1— T2
o2 desconocida H1 = pe | g1 F pe - < Zaja - - > Zo /2
ny +ng > 30, (n1 ~ ng) 51 53 51 53
T — T3 ni ng ny ng
z= Normal
UNILATERAL LI S S
o2 desconocida w1 < po | g1 > peo ! 2 1 2, ™
2 2 2
ny1 + ng > 30, (nlzng) %11_5_:722 %114_%22
BILATERAL 7 — 73| 7 — 73|
. . 1—
0? desconocida, o1 = 0 | g1 = pa | 1 # pe 4 _T1-T —F—— Stajamitny-2 ——— > ta/2,n14n2-2
ny +ng < 30 _S ERY o\ mr T s Spy/ i+
P¥m " na t de Student
) UNILATERAL §2 — (m=Dsi+(na—1)s3 T —Tg T - Ty
o desconocida, o1 = 09 1 < plo | g1 > p2 P ni+nz—2 T < lani+ng—2 T T > tamg +ng—2
n1 +n2 <30 Sp n71+n72 Sp HJFE
BILATERAL -7 7 — 73] 77 — 73
. - 1— T2 1— T2
o? desconocida, 0y # 0y | g1 =p2 | p1 # pe t=—F—= , ~ Staj2f ——— > ta/2f
S S S S S S
n1+mng < 30 Vi e Lt 2
t de Student
UNILATERAL ( F.93 )2 S — o
. ny | n T — X2 1— T2
o? desconocida, oy # 02 p1 < pe | p1 > p2 f= m - T <ta,f -~ > ta,f
ni + ng < 30 7111+1 %2+1 145 14 5
ni no n ng

GE-v
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CONTRASTE DE LA IGUALDAD ENTRE DOS PROPORCIONES
Tipo de contraste Hy ‘ H, ‘ Estadistico Distribucién ‘ Se acepta si ‘ Se rechaza si
BILATERAL pr=p2 | pL#D2 I 1 < Zapp | ——= Propal > Zaj2
\/m(l—m) + Pp2(1=P2) ' \/m(l—m) + p2(1=P2) '
ZTI . pr ni ng ni ng
z= SR Normal
pi(1—p1) | p2(1-P2 [ e
UNILATERAL p1<p2 | p1> D2 \/ mo tom — pi pi — < 2o — pi pi — > Za
\/Pl(l—m) + p2(1—p2) \/171(1—1)1) + p2(1—p2)
ni n2 ni n2

CONTRASTE DE LA IGUALDAD DE VARIANZAS DE DOS POBLACIONES NORMALES

Tipo de contraste ‘ Hy ‘ H, ‘ Estadistico ‘ Distribucién ‘ Se acepta si ‘ Se rechaza si
5
BILATERAL 01 = U% 0% 5& U% 9 % € [Fl—a/Q,nl—l,ng—lv Fa/2,n1—1,ng—1] S% ¢[F1—a/2,n1—1,n2—17 Fa/2,n1—1,ng—1]
£ 2 2
F= 9—% F' de Fisher
52 52 52
UNILATERAL 0?2<o} | o?>03 ?_QM%WJ ?>nmﬂw4
2 2

9E-vV
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listica ha demostrado aportar un conocimiento esencial
[a formacion de los estudiantes de la Licenciatura en Fisica.
tamos convencidos de que este tipo de conocimiento es
- basico para cualquier estudiante de ciencias.

Aunque la bibliografia en este campo es extensa, hemos
considerado oportuno redactar un libro restringido a los
contenidos especificos que se incluyen en un curso introductorio
de Estadistica. Pretendemos asi delimitar, y en lo posible
simplificar, el trabajo del estudiante, mostrandole de forma
precisa los conceptos mas fundamentales. Una vez consolidados
estos conceptos, esperamos que los estudiantes de ciencias
encuentren menos dificultades para aprender y profundizar en
las técnicas estadisticas mas avanzadas que son de uso comun
en el trabajo diario del cientifico.
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